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DELLA GEOMETRIA 


jfviìxoò 


natone 


K proprietà di avere parti contigue e di- 
stinte si appartiene a tutti i corpi, e si dice 
estensione ; noi la conosciamo per mezzo del 
tatto e della vista, e forma come tale un’idea 
semplice, che non può definirsi. Le parti dei 
corpi sono disposte in tre versi differenti, che 
danno origine alle tre dimensioni dell’estensio- 
ne, di cui la i* si chiama lunghezza , la a’ 
larghezza , e la 3* profondità o altezza o gros- . 
sezza. Una sì fatta proprietà si può in modo * 
astratto considerare , cioè indipendentemente 
dalle altre cui essa va congiunta ne’ corpi, ed 
allora conviene pure allo spazio, ch’è la capa- 
cità , in cui possono i corpi contenersi. Asse- 
gnando de’ limiti allo spazio, resulta una parte 
determinata dell’estensione, cui si dà ’l nome 
di figura , la quale è suscettibile di misura 
precisa J conciossiachè si può una parte qua- 
lunque della stessa stabilire come unilà, ed 
indi notare quante volte l’Unità nella data fi- 
gura si comprende. La scienza , che ha per 
oggetto la misura dell’estensione, fu detta dai 
greci r&iv/erpw, Geometria , derivandola dalle 
«me voci vii ixtTpov , terree mensura , misura 

i 
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. della terra ; e questa nomenclatura ci addita 
essere la scienza nata dal bisogno di misurare 
i terreni , sebbene in seguito siasi elevata a 
principi! generali per formare un ramo nobile 
della matematica. 

Stabilita l’idea della figura, si può fissare 
l’attenzione su i limiti della stessa , che sono 
solamente estesi in lunghezza e larghezza o 
sia in superficie, su i limiti delle superficie 
estesi in sola lunghezza o sia in linea, e su 
i limiti delle linee sforniti affatto di estensione 
o in altri termini su i punti ; onde è venuto 
in mente di separare da prima le dimensioni 
dell’estensione, considerando la sola lunghezza 
o sia la linea, la lunghezza unita alla larghezza 
o sia la superficie, ed indi unirle tutte e tre 
per formare il volume, o come dicesi ’l solido , 
che ha lunghezza, larghezza, e profondità. 
Egli è vero che la natura sempre insieme ci 
presenta ne’ corpi le tre dimensioni ; ma se- 
guendo questo metodo, si rende più semplice 
l’oggetto della nostra attenzione, che si rivolge, 
sopra i singoli elementi, donde ’i solido re- 
sulta. .Nò una simile separazione nuoce alla 
verità de’ metodi f perchè spesso è quistione 
della misura delle sole lince o superficie, niente 
interessando le altre due dimensioni o la terza, 
cd allora il geometra vi applica i teoremi, che 
suppongono reali le linee o superficie. 

Per quello poi die riguarda il punto non 
esteso, di cui alla semplice idea rifugge la no- 
stra mente, lo stesso altro non addita che un 
rapporto di posizione di un luogo considerato 
indipendentemente dalla sua estensione ad un 
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altro luogo o ad una linea o superficie. Così 
net caso della distanza di due monti senza ba- 
dare alle rispettive superficie ed altezze cioè 
alla loro estensione vi si stabiliscono due luo- 
ghi ad arbitrio per fissarvi realmente o col pen- 
siere le due .estremità della corda, che ’l geo- 
metra considera come punti, e si dice che la 
lunghezza della corda o sia la linea misura la 
distanza fra quei due punti. Questa e non altra 
è l’idea del punto geometrico, la sua reale esi- 
stenza non è necessaria allo sviluppo de’ no- 
stri raziocini , e s’ intende benissimo come ’l 
geometra possa far uso de’ suoi teoremi, che 
suppongono il punto privo totalmente di esten- 
sione. 

Un’antica tradizione fa derivare la geome- 
tria dall’Egitto per la necessità di misurare i 
terreni dietro l’inondazione periodica del Nilo, 
che ne faceva sparire i confini ; ma giusta le 
memorie storiche prende ’l carattere di vera 
scienza presso i greci, che n’attinsero proba- 
bilmente qualche notizia dagli egiziani. Tutti 
i filosofi greci la coltivarono con impegno ; il 
famoso problema della duplicazione del cubo 
proposto, come si credeva, dall’oracolo di Apollo 
in Deio sacro rendeva il dovere di applicarvisi; 
Platone scrisse sopra la porta della sua scuola 
nessuno qua entri se non è geometra ; e la 
Grecia ci offrì per dir così '1 codice della geo- 
metria ne’ famosi Elementi disposti metodica- 
mente da Euclide nel 3° secolo avanti l’era 
cristiana. Archimede nella stesso tempo disco- 
prì con un metodo ingegnoso ’l rapporto ap- 
prossimato della circonferenza al diametro, e 



dimostrò molte proprietà mirabili della sfera 
.« degli altri solidi rotondi, quali sono il cilin- 
dro e ’l cono. Gli elementi di Euclide ed i 
teoremi di Archimede formano tutto ’l mate- 
riale della geometria , che ci proponiamo di 
esporre ; onde a giusto dritto si può dire greca 
la geometria elementare. 

11 metodo, di cui fanno uso gli antichi geo- 
metri , è il sintetico assai rigoroso : essi pre- 
mettono le definizioni e gli assiomi cioè a dire 
i principii evidenti per se stessi , da cui de- 
ducono alcune verità, e vengono mano mano 
concatenando tutte le proposizioni, traducendo 
all’opportunità l’una nell’altra. Che se diretta- 
mente non possono dimostrare una proposizione, 
concedono la contradditoria, da cui con legit- 
timo raziocinio traggono un conseguente noto- 
riamente falso o come dicesi assurdo , lo che 
fa segno della falsità del principio; e dovendo 
giusta le regole loicali essere vera una delle 
due proposizioni contraddittorie, ne segue la 
verità della proposta; ciò che costituisce la di- 
mostrazione indiretta, che dicesi riduzione al- 
l’assurdo. Un sì fatto metodo, che l’opinione 
comune de’ filosofi greci avea consacrato, non 
è al certo quello dell’invenzione; per lo che gli 
autori erano obbligati di tessere a’ teoremi già 
ritrovati le dimostrazioni sintetiche dirette o 
indirette, che riuscivano qualche volta lunghe 
e complicate. In questa guisa però fu resa la 
geometria indipendente dal dominio de’ vani 
sofisti; purché si avesse del senso comune onde 
ammettere gli assiomi, si era nella necessità di 
prestare l’assenso a tutte le dimostrazioni. 
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La geometria de’ greci fu per una lunga 
serie di secoli insegnata in tutte le scuole delle 
colle nazioni, ed i loro libri tradotti e com- 
mentati in tutte le lingue. Aprì egli è vero 
Descartes nel secolo XVII una nuova carriera, 
applicando l'algebra alla geometria; ma il nuovo 
genere di analisi si estese in particolare alla 
geometria trascendente, che riguarda le curve, 
e si continuò a trattare la geometria elemen- 
tare colla sintesi degli antichi. I primi ad ac- 
cusare di disordine l’opera di Euclide furono 
i sapienti del Porto Reale, e M. r Arnauld nei 
suoi Nuovi Elementi di Geometria impressi a 
Parigi nel 1667 rese l’ordine delle proposizioni 
geometriche conforme a quello delle astrazioni, 
considerando da prima le proprietà delle linee, 
poi delle superficie, ed infine de* solidi. Que- 
sto autore però raddrizzando l’ordine non seppe 
conservare ’l rigore delle dimostrazioni, e die- 
tro ’l suo esempio i francesi spogliarono quasi 
deil’intutto la geometria della primitiva esat- 
tezza, molte cose ammettendo non già per ra- 
ziocinio ma per semplice ispezione. Gl’inglesi 
furono fermi negli antichi sistemi, essi prose- 
guirono a leggere Euclide, ed ’l gran Newton 
reputava indegno della luce pubblica qualun- 
que teorema matematico, se non fosse adornato 
della forma sintetica. Però in questi ultimi tempi 
i francesi sono ritornati al gusto della geometria 
antica, e hanno dato la mala voce agli elementi 
foggiati allo stile moderno, che abbondano di 
vaghi ragionamenti, e non convincono; M. r Le- 
gendre ha pubblicato un corso di geometria 
pieno d’idee veramente originali, nel quale ha 
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saputo evitare alcuni difetti degli antichi, se- 
guendo ! 1 loro metodo rigoroso. Oggi adunque 
si conviene da tutti dover essere la geometria 


di forma sintetica ed esatta, e si riguarda questo 
studio come una specie di palestra , in cui si 
fortifica l’intendimento de’ giovani, che acqui- 
stano per dir così un senso pratico al ragio- 


namento. 


In questa uostra geometria ci siamo inge- 
gnati di giungere l’ordine de’ moderni e ’l rigore 
degli antichi, sfuggendone l'afì'ettazione; ci ser- 
viamo qualche volta del linguaggio algebraico, 
che rende più semplici alcune dimostrazioni ; 
e non lasciamo di applicare il metodo analitico 
alla soluzione di qualche problema , affinchè i 
giovani abbiano sotto gli occhi gli- esempi del 
raziocinio in tutte le forme. Essa sarà divisa 


in due parti, secondochè le figure si considerano 
con due o tre dimensioni; queste parti saranno 
distinte in § successivi , in cui registrati si 
veggono i teoremi ed i problemi analoghi ai 
titoli de’ §, e l’enunciazione in carattere cor- 
sivo di ogni teorema comprende la particolare 
ipotesi e la proprietà che si propone a dimo- 
strare. A’ teoremi e qualche volta a’ problemi 
vanno non di rado annessi gli Scolli , che rac- 
chiudono delle osservazioni o delle nuove pro- 
posizioni dipendenti dalle verità fondamentali, 
che formano l’oggetto de’ teoremi; i Corollarii 
denotano le conseguenze immediate, che si de- 
ducono dal teorema proposto ; e si dà poi ’l 
nome di Lemma a qualche proposizione, che 
si premette per dimostrarne un’altra , dicendo 
Lemma avanti il tale o tale altro teorema. 
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Notiamo in fine che nelle citazioni disposte al 
margine il numero arabico indica il §, e '1 ro- 
mano il teorema, trascurandosi ’1 primo nel 
caso di dover citare un teorema dello stesso §; 
si trova scritto problema col suo numero nel 
caso di dover citare un problema, e lo Scolio 
o corollario col particolare numero s'indica in 
seguito del numero romano del teorema , cui 
va annesso. 

PARTE PRIMA 

DELLA GEOMETRIA PIANA 
O A DUE DIMENSIONI. 

§ I. DELLA. LINEA RETTA E DEL CIRCOLO. 

Definizioni. 

i." Quando noi rivolgiamo l’occhio ad un 
punto materiale o guardiamo due punti mate- 
riali, ci viene fatto di scoprire il più corto 
cammino fra l’occhio e quel punto o fra i due 
punti, e dietro simili osservazioni il nostro spi- 
rito forma l'idea astratta della linea retta cioè 
della più corta distanza fra due punii qua- 
lunque presi nel senso geometrico già dichia- 
rato. Un numero infinito di linee rette possono 
passare per un punto, ma due punti la deter- 
minano , cioè fra due punti non può esistere 
che una sola linea retta, che ne misura la più 
corta distanza, o come dicesi semplicemente la 
distanza. Le altre linee comprese fra gli stessi 
due puitli estremi si chiamano spezzate , se re- 
sultano da un aggregalo di linee rette, ed in 
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Fig i. caso diverso curve. Così fra i punti A e B esi- 
ste l’unica linea retta Alì, le lince spezzate 
ACB , ADFB, e le linee curve AMB, ANB, 
essendo la retta AB la più corta fra tiitte le 
linee spezzate e curve. 

L’idea di essere la linea retta determinata 
da due punti si può in altra guisa esprimere, 
dicendo di non potere due rette diverse avere 
comune che un solo punto, come quelle che si 
confonderebbero in una sola retta, se avessero 
un secondo punto comune; il che importa l’in- 
tersezione di due rette in unico punto. 

I geometri hanno avuto l’impegno di defi- 
nire la linea retta, ciò ch’è impossibile, essendo 
un’idea semplice del nostro spirito, di cui non 
possono assegnarsi gli elementi; di fatto tutte 
le pretese definizioni racchiudono, come dicesi 
da’ logici un circolo vizioso , cioè si riducono 
a dire che la linea retta è la linea retta. 

a." Si dice superficie piana quella.,. cui si 
può in tutti i versi adattare la linea retta; ciò 
che ha luogo, quando la retta condotta fra due 
punti qualunque della superficie vi si comprende 
tutta intera, o sia si confonde colla stessa su- 
perficie. Ora le figure di questa i* parte della 
geometria si devono descrivere nella superficie 
piana, la quale si addita col semplice nome di 
piano , c tale supponghiamo essere la superficie 
delle tavole; le figure poi si dicono piane , come 
quelle che denotano una porzione del piano li- 
mitato per ogni verso, e si distinguono in ret- 
tilinee , curvilinee , o -misti! inee, secondochè 
sono terminate da linee retto, curve, o da rette 
e curve, che ne formano il perimetro. 
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3.* Una linea retta, clic gira nel piano in- 
torno ad uno de’ suoi punti estremi fisso, de- 
scrive coll’altro una curva chiusa e rientrante 
in se stessa, che dicesi circonferenza , di cui 
tutti i punti sono equidistanti dal punto lìsso s 
che denotasi col nome di centro , e la porzione 
del piano limitata dalla circonferenza chiamasi 
circolo; e sebbene il circolo indichi una figura, 
e la circonferenza una linea, pure nell’ordina- 
rio linguaggio spesso si confondono, dicendosi 
circolo in vece di circonferenza. Così suppo- 
nendo la retta AB col punto A fisso rivolgersi 
nel piano della Tav. I , viene a formarsi la 
circouf. BCDE col centro in A, che racchiude 
la figura circolare. Qualsisia retta guidata dal 
centro alla circonferenza come per es. AB, AC, 
cc. prende ’1 nome di raggio , che prolungata 
sino all’ incontro della circonferenza dall’altra 
parte come per es. BAD , CAE , ec. si dice 
diametro . Ora dalla descrizione del circolo ne 


conseguila i° che tutti i raggi devono essere 
uguali , come quelli che misurano la distanza 
de’ punti della cii conferenza dal centro definita 
dalla retta generatrice AB; 3° che tutti i dia- 
metri sono pure eguali , resultando ciascuno 
dalla somma di duo raggi cioè dal doppio di 


AB. 


4- a Si dà la denominazione generale di corda 
a qualunque X'etta come per es. BC dentro al 
circolo terminata dall’ una c l'altra parte alla 
circonferenza, di arco alla porzione di cii con- 
ferenza BFC o BEDC tagliata dalla corda , e 
si dice clic la corda sottende l’arco, dandosi 
anche alla corda il nome di sottendente. La 


Fig. a. 
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parte di superficie piana compresa fra la corda 
BC e l’arco BFC o BEDC si chiama segmento , 
mentre la porzione limitata da due raggi co- 
me per es. AB, AC e dall’arco compresovi BFC 
s’indica col nome di Settore. 

Postulati. 

Onde dimostrare i teoremi o risolvere i pro- 
blemi della geometria si fanno delle domande 
semplicissime, che diconsi nel linguaggio degli 
antichi postulati , sopra cui non si può ragio- 
nevolmente incontrare veruna difficoltà. A tre 
si riducono questi postulati, che sono i seguenti. 

i .° Condurre fra due punti una linea retta , 
ciò che si eseguisce per mezzo della riga , ch e 
uno slromento di legno o di metallo a super- 
ficie piana e sottile, lungo la quale si segua 
la traccia del lapis o della penna nel piano , 
dopo di averla lissata fra i due dati punti. 

2. 0 Prolungare indefinitamente una data 
linea retta , lo che si effettua colla stessa riga 
disposta lungo la data retta. 

3.° Prendendo come centro un qualunque 
punto e con un qualunque intervallo o sia 
raggio descrivere un circolo , la quale opera- 
zione ha luogo per mezzo del compasso , di 
cui una punta si fissa nel centro, e coll’altra 
punta situata alla conveniente distanza si traccia 
nel piano la circonferenza. 

La geometria elementare adunque non am- 
mette nelle sue costruzioni che la linea retta 
c ’J cerchio, e non vi si fa usu che di due 
strementi, che sono*4a riga c ’l compasso, coi 
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quali i greci si ostinarono a volere risolvere i 
problemi della duplicazione del cubo e della 
trisezione dell’angolo, che la descrizione ricer- 
cano di curve diverse dal circolo , di cui si 
tratta nella geometria sublime ; ciò che teneva 
ad un pregiudizio di non avere come geome- 
triche quelle costruzioni, che non possono ese- 
guirsi colla riga e ’l compasso. 

• Principio generale. 

Il principio, 'di cui si fa uso in geometria 

} )er istabilire l’eguaglianza di due quantità, è 
a sopr apposizione, cioè si ammette come as- 
sioma , che due quantità soprapposte , coinci- 
dendo in tutta la loro estensione, sono eguali. 
Questo metodo sembra a prima vista poco esatto 
c puramente meccanico, e tale sarebbe a dire 
il vero, se si facesse consistere nell’applicazione 
materiale di una figura sopra un’altra per ve- 
derne l’eguaglianza o disuguaglianza; ma sic- 
come ’I geometra dall’eguaglianza supposta di 
alcune parti argomenta la loro coincidenza e 
quindi quella del restò delle figure , così la 
prova di dover coincidere si capisce dallo spi- 
rito e si rende dagli occhi indipendente. Onde 
il principio della soprapposizione lungi di èssere 
pratico e meccanico è teoretico e speculativo, 
e come tale degno della scienza ; in una parola 
giusta la frase di M. r D’Alembert ha ’l van- 
taggio di soddisfare lo spirito parlando agli 
occhi. ' 
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Teoremi. 


Fig. 
* Def. 


F!g. 

* Def. 

* Def. 
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I. 6 Fra tutte le corde il solo diametro di- 
vide la circonferenza e 7 circolo in due parti 
eguali . 

2 . S’irafnagini che la porzione DCFB della fi- 
gura si rivolga intorno al diametro DB fisso; 
allora fa di mestieri che tutti i punti della curva 
DCFB si adattino sopra i punti corrispondenti » 
5. della curva DEB *, altrimenti quei punti, che 
cadrebbero al di là come in w, o al di qua 
come in /», sarebbero più o meno distanti dal 
centro A rispetto agli altri punti della circon- 
ferenza; dunque sì le curve DCFB, DEB che 
le figure limitate dalle stesse e dal diametro 
DB coincidono esattamente c perciò sono eguali, 
dicendosi le prime semicirconferenze e le se- 
conde semicircoli. Se poi si considera la corda 
BC, tirato ’l diametro BD, egli è chiaro essere 
l’arco BEDC maggiore della semicirconf. BED 
c l’arco BFC minore, corrispondendo al i° il 
segmento maggiore ed ai a" il minore del se- 
ni icircolo. Lo che ec. 

Scolio. Nel linguaggio geometrico per- l’arco 
sotteso dalla corda s’intende sempre quello più 
piccolo della semicirconferenza. 

II. ° Il diametro è un maximum fra tutte 
le corde. 

2 . Tirando a’ punti estremi della coirla BC i 
due raggi AB, AC, viene fra questi, punti a 
formarsi la linea spezzata BAC maggiore della 
j. retta BC*; e siccome la linea spezzata compo- 
sta da’ due raggi AB, AC eguaglia il diame- 
x tro *, mentre la retta corrisponde alla corda ; 
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Così la proposizione di sopra si traduce nella 
seguente il diametro maggiore della corda. 
Lo che ec. . 

III. " Nel medesimo circolo o in due circoli 
eguali cioè dello stesso raggio gli archi eguali 
sono sottesi da corde eguali. 

Ponendo il centro di un circolo sopra il cen- 
tro dell'altro -e ’l punto À sopra M, gli archi 
eguali ADB, MP1S 7 devono coincidere, e ’l punto 
B cadere in N.- Confondendosi i punti estre- 
mi A e M, B c N delle due corde AB, MN, 
fa d’uopo che le stesse totalmente coincidano, 
perchè fra due ponti non può esistere che una 
sola, linea retta*; e questa coincidenza ci dà 
la loro eguaglianza. Lo che ec. 

IV. Nel medesimo circolo o in due eguali 
gli archi disuguali sono sottesi da corde di- 
suguali , e propriamente l’arco maggiore è 
sotteso dalla corda maggiore. 

Sia l’arco BMFD > BSlF, e si guidino i raggi 
CD, CF : allora si ha CO OD > CD* o sia 
OD > C D — CO (Alg. n.° 5 1 . Osservasi), e per 
ragione di CD=CF * si riduce CD — CO 
= GF — CO=OF , lo che dà OD>OF; ag- 
giungendo a’ due membri OB , si stabilisce 
OD 4 - OB cioè a dire BD > OF + OB ; ma 
OF 4- OB > BF *, dunque a fortiori BD >BF. 
Lo che ec. 

Scolio. Giusta le regole della logica quando 
una proprietà in una sola ipotesi ha luogo, 
allora è pure vera la proposizione inversa o 
reciproca, cioè può rovesciarsi l’enunciazione 
del teorema , stabilendo la proprietà come ipo- 
tesi e l’ipotesi come proprietà. Così nel nostro 


Fig- 3- 


* Def. «. 

Fig. 4 . 

* Def. i. 

* Def 3. 

* Def ». 
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caso convenendo esclusivamente agli archi eguali 
la proprietà di avere le corde eguali , devono 
essere veri i due seguenti teoremi inversi. 

V. “ inverso. Nel medesimo circolo o in due 
eguali le corde eguali sottendono archi eguali' 

Giacche nel caso degli archi disuguali an- 

* iy.° che le corde sarebbero disuguali *. 

VI. " inverso. Nel medesimo circolo o in due 
eguali le corde disuguali sottendono archi di- 
suguali , e propriamente la corda maggiore 
sottende l’arco maggiore. 

Giacche supponendo eguali gli archi, lo sa- 

* ITI.® rebbero pure le corde *; di più alla corda mag- 

, giure deve corrispondere l'arco maggiore, per- 
chè in caso diverso dovrebbe l'arco minore es- 

* IV.® sere necessariamente sotteso dalla corda minore *. 

Scolio. Sarebbe qui approposito di definire 
la posizione delle corde eguali o disuguali ri- 
spetto al centro del circolo, ma siccome non 
si è ancora stabilita l’idea di distanza fra una 
retta ed un punto, e si ha inoltre bisogno 1 di 
altri teoremi , così si terrà contò in appresso 
di una simile ricerca. (V. § ri. Teor. VI.® 
Scol. 3 °.) 

i 

§ 2. Degli Armoni e della loro misura. 

Definizioni. 

Fig- 5. i.* Allorché due rette come per es. AC, BC 

s’ incontrano , limitano la superficie piana nel 
solo verso della loro lunghezza , e ’l rapporto 
di posizione delle due rette costituisce Vongola, 
ch’c un’idea semplice del nostro spirito e per- 
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ciò indefinibile. Il punto (l'incontro C dieesi 
vertice , le due rette AG, BC lati dell’angolo, 
che s’indica colla lettera del vertice, dicendo 
l’angolo C. Se poi allo stesso vertice esistono 
più angoli, si cita ciascuno di essi con tre let- 
tere , mettendo nel mezzo quella del vertice ; 
così si pronunzia ACB l’angolo delle rette AC 
e BC, ACD l’angolo di AC e AD, BCD l’al- 
iro di BC e DC. 

La quantità dell’angolo è indipendente dalla 
lunghezza dei lati, influendovi soltanto la loro 
rispettiva posizione; c si dicono eguali due an- 
goli, quando soprapposti coincidono, astrazion 
facendo della lunghezza de’ lati , cioè a dire 
quando posto ’l vertice sopra ’l vertice ed un 
lato sopra un lato, coincidono gli altri due lati. 
Se però non ha luogo questa ultima coinciden- 
za , gli angoli sono disuguali , e quello ecce- 
dente l’altro è ’l maggiore, come per es. l’an- 
golo ACB è più grande di ACD. 

3.“ Se la retta BC , incontrando AD , fa i 
due’ angoli adiacenti BCA, BCD eguali, la retta 
BC si dice perpendicolare o normale ad AD, 
e ciascuno degli angoli adiacenti prende ’l nome 
di retto ; l’angolo ECA maggiore del retto chia- 
masi ottuso e FCA minore del retto acuto , 
dandosi il nome di obliqua alla reità EC o EG 
rispetto a AD. 


T e o u e m r. 

I.° Se due angoli C, c sono eguali , e coi 
centri a’ loro vertici si descrivono due cir- 
conferenze dello stesso raggio CA=ca; i due 


Fig. 6. 
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Fig. 8. 
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archi AB, ab compresi fra i lati degli angoli 
devono essere eguali ; ed all’inverso. 

Sopra pponendo AC ad ac in guisa tale che 
C sia in c , per ragione dell’eguaglianza di AC, 
ac il punto A deve corrispondere in a; essendo 
eguali gli angoli C, c, il lato GB si confonde 
con cb *; e per l’ eguaglianza di GB, cb il 
punto B cade iu b; dunque i due archi AB , 
ab, come quelli che coincidono in tutta la loro 
estensione, sono eguali. Avendo poi riguardo 
alla proposizione inversa, che suppone gii ar- 
chi eguali AB, ab, devono questi coincidere , 
quando si mette ’l centro G sopra c e A sn- 
,pra a, che vai quanto a dire B cade in b , 
ciò che basta per la coincidenza degli angoli 
C, e, o sia per la loro eguaglianza. Lo che ec. 

Corollario. Essendo BG normale ad AD, se 
col centro C ed un raggio qualunque si de- 
scrive una circonferenza, i due angoli retti 
eguali BCA , BCD comprenderanno gli archi 
' eguali AO, OD * ; e siccome AOD è semicir- 
1 conferenza *, così ciascuno di essi AO, OD re- 
sulta una quarta parte della circonferenza, che 
chiamasi quadrante , e si stabilisce che l’ an- 
golo retto comprende fra i suoi lati un qua- 
drante della circonferenza descritta col cen- 
tro al vertice. Da ciò ne conseguita l’egua- 
glianza degli angoli formati dalle perpendico- 
lari a diverse rette o pure a’ vari punti della 
stessa retta, cli’è quanto a dire l’eguaglianza di 
tutti gli angoli retti; perchè supponendo de- 
scritti gli archi collo stesso raggio , tutti i 
quadranti compresi resultano eguali, e per la 
proposizione invèrsa del teorema si argomenta 
l’eguaglianza degli angoli. 
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II.* Siano due angoli qualunque ACB, acb, 
e si descrivano gli archi AB, ab come sopra ; 
io dico che ’l rapporto de* due angoli è 
eguale a quello degli archi compresi. 

Sia per es. 7:4 *1 rapporto degli angoli 
ACB, acb; allora supponendo diviso l’angolo 
ACB in 7 parti eguali AC m, rnCn , nCp, ec. 
quattro di queste parti eguali acx , xcy,ycz, 
zeb devono formare l’angolo acb, e questi an- 
goletti eguali comprendono gli archettini eguali 
Ani, mn, np, ec. ax , xy,yz, zb *, di cui sette 
compongono l’arco AB e quattro ab, ch’è quanto 
a dire ’l rapporto di AB : ab è quello de’ nu- 
meri 7 : 4 - Nello stesso modo si procede, qua- 
lunque sia ’l rapporto numerico assegnato per 
gli angoli, e quindi si deduce in generale 

ans. ACB arco AB T . 

— 2 t-= r . Lo che ec. 

ang. acb arco ab 

Se poi il rapporto degli angoli è incommen- 
surabile cioè non può esprimersi esattamente 
in- numeri (Alg.“ u.° iao), non vale la dimo- 
strazione già fatta ; ma ’l teorema sussiste , e 
noi faremo conoscere in seguito ’l principio 
generale per estendere le proporzioni stabilite 
nel caso de’ rapporti commensurabili a quello 
degl’incommensurabili (V. §. 14. 1 H°. Scol.). 

Corollario. Il rapporto stabilito per gli an- 
goli vale pure pe’ settori *; perchè i settori 
coincidono nel caso degli angoli eguali, e quin- 
di conservano in generale lo stesso rapporto 
degli angoli, cioè a dire i settori presi nello 
stesso circolo o in circoli eguali stanno co- 
me gli archi compresi. 

Scolio. ,La misura dogli angoli può in forza 

3 
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dui teorema spiegato ridursi a quella degli ar- 
chi compresi, che conservano lo stesso rapporto; 
e se per maggiore semplicità ci facciamo a 
stabilire l’angolo acb e l’arco compreso aè come 
rispettive unità di misura per gli. angoli e gli 

ang. ACB arco AB 

archi, l’equazione di sopra 

diviene — s= o sia ang . ACB 

i i 

— arco AB, dicendosi nel linguaggio comu- 
ne essere l' angolo misurato dall’ areo com- 
preso. Una sì l'atta espressione sembra a pri- 
ma vista assurda, essendo l’angolo e Parco duo 
quantità eterogenee; ma si deve riguardare 
come compendiosa, che denota l’eguaglianza di 
due rapporti in numeri astratti cioè, di angolo 
ad unità di angoli e di arco ad uuità di ar- 
chi (Alitili. n.° i 3 o). A questo oggetto si è 
Fi s . ,o. convenuto di dividere ’l quadrante BR com- 
* I.» Cor. preso fra i lati dell’angolo retto BCR * in 90 
parti eguali detti gradi, e di prendere ’l gra- 
do indicato per es. da Bi come unità d mi- 

sura degli archi, cui deve corrispondere Fan- 

Mi» colo BCi, ch’è — del retto BCR *, come unità 
b ' 9 ° 

degli angoli; per lo che supponendo n il nu- 
mero de’ gradi di AB, si ottiene angolo ACB 

= /7 gradi, cioè a dire ACB = — dell’angolo 

° 7 * y*o • 

letto. Isò ’l raggio più o meno lungo del cir- 
colo può influire sopia il numero de’ gradi del- 
l’arco compreso fra i lati dell angolo, a somi- 
glianza della lunghezza de’ lati dell’angolo che 
nou iiilluiscono sopra ’l suo valore: impercioc- 
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filiti descritto ! 1 circolo con altro faggio CB' , 
e prolungati i lati degli angoli, si ha •l’angolo 

B'Ci= ~ del retto B'CR', da cui si argomenta 

l’arco B'i= — del quadrante B'R', cui serve 

‘ 9° , 

di unità , c collo stesso metodo di sopra* si 
deduce ang. A'CB' o sia ACB = arco A'B' ; 
dunque è giocoforza che ì due archi AB, À'B' 
comprendano lo stesso numero di gradi. Ed 
in vero non è la lunghezza dell’arco, clic serve 
di misura all’ angolo, ma sì bene ’l rapporto 
di questa lunghezza al rispettivo grado, che 
si mantiene costante ppr tutti gli archi con- 
centrici compresi fra i lati dell’angolo, i quali 
si dicono archi simili ; così nel caso nostro 
all’arco A'B' >AB corrisponde il grado B'i >Br, 

• r „ AB A'B' 

e si venhea l eguaglianza ^-j- = 

La divisione del quadrante in 90" porta quella 
della semicirconferenza in 1 80” e dell'intera cir- 
conferenza in 36o°, la quale divisione dicesi ses- 
sagesimale, e per maggiore esattezza si divide 
il grado in 60' minuti primi, il minuto primo 
in 60" minuti secondi , il secóndo in 60"' mi- 


nuti terzi , ec. sebbene nella pratica si resta 

a’ decimi o al più a’ centesimi di secondo, e 

si scrive per esempio A = 33'* i5' 36", ch’equi- 

, 3a i5 36 1 6 1 3 . 

vale a f- 7 + -, — ^ =7-=: — dell an- 

90 00. go 00.00. go 4500 

golo retto; perciò l’angolo retto è di 90°, l’acuto 

minore e l’ottuso maggiore di 90°. I francesi 

giusta ’l nuovo sistema metrico hanno proposto 

. di dividere ’l quadrante in ioo° cioè la cir- 
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- conferenza in 4oo°, i° in 100', i' inioo", ec; 

e questa divisione decimale è più comoda , 
adattandosi meglio alla natura della nostra arit- 
metica. Difatto l’arco di 43 ° i 2' 3 ^" si riduce 
immediatamente a o, 43 i 237 del quadrante, l’ar- 
co di 5 ° 8® e oz-, 050708, fcc. L’inconveniente 

peto di convertire i gradi sessagesimali ne’ de- 
cimali ed all’ inverso., onde rapportare le anti- 
che determinazioni alle nuove, ha impedito forse 
i geometri di adottarla; e gli stessi francesi 
anche in principio non ne fecero generalmente 
uso. 

Fìg. 11. III.® Una retta DO, che in qualsisia modo 
cade sopra di un'altra AB,j fa la somma dei 
due angoli- adiacenti AOD, BOD costante ed 
eguale a due angoli retti. 

Descrivendo col centro O ed un raggio qua- 

* 1. I.° lunque un circolo, si ha * AD-f- DB = 180°; e 
poiché l’arco serve di misura all’angolo col ver- 
*11. «Scoi, lice al suo centro *, si ottiene ancora AOD-j- 
BOD = 180". Lo che ec. 

Scolio. Ciò che deve aggiungersi ad un an- 
golo per formare 180° si dice ’l supplemento 
di quello angolo, così BOD è il supplemento 
di AOD, o AOD di BOD , estendendosi que- 
sta nomenclatura agli archi BD, DA formanti 
la semicirconf. BDA ; e secondo un tale lin- 
guaggio l’espressione del teorema è la seguente: 
una retta , cadendo sopra di un * altra , fa i 
due angoli adiacenti supplementari. In sì fatta 
guisa esistendo l’angolo ottuso AOD, si forma 
col prolungamento di AO l’angolo supplemen- 
tario BOD acuto, ed all’inverso. 

Corollario. Se varie rette come per esem- 
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pio FC, GC BC, EC cadono allo stesso punto 
C t/i AD e dalla medesima parte, la somma 
de* successivi ang. ACF, FCG, GCB, BCE, 
ECD fa costantemente due retti , e ciò per 
ragione della somma degli archi A m -f- mr 
-f- rO -j- Q n -}- rcD= 1 8o°. 

IV. * Se due rette AB, CD s’intersecano , 
la somma dei quattro ang. AOD, DOB, BOC, 
COA formati dalle stesse resulta eguale a 
quattro angoli retti. 

Imperciocché avendo riguardo a DO, che 
cade 'sopra AB, si ha * AOD -j- DOB=i 8 o°; 
e per la stessa ragione CO, cadendo sopra AB, 
fa BOC -}- COA =33 1 8o°; ondè si ottiene la som- 
ma AOD + DOB + BOC + COA = 36 oVLo 
che ec. E questo teorema altronde è evidente, 
costituendo la somma de’ quattro archi AD, 
DB, BC, CA l’intera circonferenza, cli’è la mi- 
sura di quattro angoli retti, perchè resulta da 
quattro quadranti. ; 

Corollario.’ Se varie rette concorrono allo 
stesso punto O, la somma degli angoli , che 
successivamente formano , è sempre eguale a 
quattro angoli retti ; perchè descrivendo ’1 cir- 
colo col centro O, vengono questi angoli, qua- 
lunque sia ’l loro numero, a comprendere Fiu- 
terà circonferenza. * 

V . * Nell’intersezione di due rette AB, CD 
gli angoli opposti al vertice A OC e BOD, 
AOD e BOC sono rispettivamente eguali. 

Imperciocché le due somme AOC + AOD , 
AOD -{- BOD, come quelle ch’esprimono 180°, 
sono eguali *; c togliendo l’angolo comune AOD, 
resta AOC=;BOD; ciò che si riduce all’unica 


Fig. 7- 


Fìg. u. 


* III. 0 


Fig: ia. 


Fìg. ii. 


• III.» 
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idea di avere i due ang. AOC e BOI) Io stesso» 

• III.» Scol. supplemento AOD *. Similmente gli altri due 

ang. AOD e BOC hanno il comune supple- 
mento BOD; dunque ec. 

■ Scolio. La prova di questo teorema si può 
anche derivare dall’eguaglianza degli archi, che 
misurano gli angoli opposti al vertice: perchè 
sottraendo dalle due semicirconL CAD , ADB 
l’arco comune AD, rimangono gli archi eguali 

* AC, DB; e la sotti-azione di DB dalle altre 
due ADB, DBC dà gli archi eguali AD, BC. 

Kg. ii. VI." inverso. Se le due rette DO, CO, con- 
correndo allo stesso punto O di AB, formano 
gli angoli adiacenti COA, DOA supplementari 
cioè a dire della somma di due retti , o gli 
angoli opposti al vertice COA, DOB eguali , 
le medesime sono in diretto cioè a dire COD 
* è unica retta. 

Conciossiachè ammettendo la i* ipotesi, gli 
archi CA , DA , che misurano i rispettivi an- 
goli COA, DOA supplementari, devono dare 
la somma di i8o°, cioè CAD è semicirconfe- 
renza, e la proprietà di dividere in due parti 
eguali la circonferenza si appartiene al solo dia- 
* i. 1.» metro*, ch’è quanto a dire COD è un diametro 
e perciò unica retta. La % ipotesi poi alla i* 
si riduce: perchè aggiungendo AOD agli an- 
goli eguali COA, DOB, ne resulta COA-f- 
AOD = DOB -j- AOD; ma la 2“ somma è 180°, 
* IH.» essendo per ipotesi AB unica retta *; dunque 
lo sarà pure la 1*. Lo che ec. 

Fig. i 3 . Problema. Dato l’angolo c, formarne uno 
eguale al dato punto C della retta CD. 

Costruzione. Fatto centro il punto c , 


con 


3 3 

un raggio qualunque ca si descriva l’arco ab 
compreso fra i lati del dato angolo c; poi col. 
centro C e col raggio GA = 6« si descriva un 
«neo indefinito, c si trasporti dal punto A sopra 
questo arco la distanza ab , ciò che si elletlua, 
descrivendo col centro A e raggio ab un ar- 
chettino per segnare ’l punto d’intersezione B; 
congiungendo in fine i dùe punti C e B colla 
retta CB, si viene a formare l’angolo C; ed io 
dico essere C = c. 

» Dimostrazione . Imperciocché le due rette AB, 
ab sono per costruzione eguali , e. come corde 
ne’ due circoli eguali sottendono archi eguali; * * i. y.° 
per lo che gli angoli C , c misurati da archi 
eguali sono eguali *; lo che ec. * I.» 

§ 3. DELLE RETTE PERPENDICOLARI ED OBLIQUE. 

Teoremi. 

I.° Da un punto preso dentro o fuori di 
una retta non può tirarsi alla medesima che 
una sola perpendicolare. 

Questo teorema si dnnostra col metodo in- 
diretto cioè col principio della riduzione allo 
assurdo: ed in i° luogo concediamo l’ipotesi 
di due perpendicolari *BD, BF allo stesso punto Fìg. i.{. 

B di MiN : in questa ipotesi si verifica * DBM = *2.IM. *■ 
DBN, FBlM = 1'BiN ; ma si ha DBM < FBM.; 
dunque dev’essere DBJN<FBJN o sia il tutto 
minore della parte, ciò- eh’è assurdo. F si può 
ancora l’assurdo derivare dal principio già sta- 
bilito * , che darebbe eguali gli angoli letti *a.1.°Cor. 
DBM, FBM cioè la parte e i lutto. 
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In a® luogo concediamo l’ipotesi di due per- 
Fig. i5. pendicolari AB, AC guidate da A sopra MN, 
e prima di tutto ci iia permesso di prolungare 
AB, finche si faccia BE = AB, e di tirare CE. 
Dietro questa costruzione proviamo essere l’an- 
golo ACB = ECB: imperciocché rivolgendosi 
la figura ACB sopra CB, per l’eguaglianza de- 
gli angoli retti ABC , EBG il lato AB cade 
•a. Def. i. sopra BE *, e per ragione delle rette AB, BE 
eguali il punto A corrisponde in E; quindi la 
retta AC deve confondersi con EC, e i due an- 
goli ACB , ECB coincidenti sono eguali. Ora 
giusta l’ipotesi concessa l’angolo ACB è retto, 
perciò lo sarà pure ECB , e si avrà ACB -J- 
ECB = i8o°; onde AC e CE formeranno unica 

• a. VI.® retta * , e fra i due punti A , E si compren- 

derebbero due rette AE, ACE, ciò ch’è assur- 

• i.Daf. i. do dunque ec. 

II.® La perpendicolare al mezzo di una 
retta ha tutti i suoi punti equidistanti dagli 
estremi di essa retta. 

Fìg. 16. Sia BA perpendicolare al mezzo A di CD, 
e da un punto B qualunque -agli estremi C,Dr 
si conducano le rette BC , BD; io dico che 
queste rette sono eguali. Giacché rivolgendosi 
la figura BAC sopro BA, la retta AC coincide 
con AD per ragione degli angoli retti BAC , 
BAD eguali, e ’l punto C cade sopra D giusta 
l'ipotesi di AC— AD; onde le rette BC, BD, 
avendo i due punti estremi comuni, coincidono 
perfettamente, e sono' eguali. Nella stessa guisa 
coincidono le rette OC, OD, e le altre che si 
possono condurre da qualsisia punto di BA agli 
estremi C, D; dunque ec. 
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III.* I punti fuori della perpendicolare al 
mezzo di una retta sono disugualmente di- 
stanti dagli estremi di essa retta. 

Si consideri un puntò qualunque li fuori 
della perpentPoolare AO al mezzo A di CD, 
da cui si guidino le vette BC, BD, che io dico 
essere disuguali. Imperciocché tirando OD, si 
ha * OC = OD, che coll’aggiunta di OB si con- 
verte in OC OB o sia BC — OD -4- OB; ina 
si sa * essere OD-{-OB>BD; dunque sarà 
BG>BD. Lo che ec. 

Corollario i.° I punti equidistanti dagli estre- 
mi di una retta appartengono adunque alla sola 
perpendicolare del mezzo; e siccome due punti- 
determinano la posizione di una retta, così ne 
conseguita clic una retta come per-es. AB, 
avendo due punti B , O equidistanti dagli 
estremi C, D di un'altra CD , deve necessa- 
riamente essere perpendicolare a CD e pas- 
sare pel suo mezzo A. 

Corollario 2.“ Se una retta AB è perpen- 
dicolare a CD , ed ha un punto qualunque 
O equidistante dagli estremi C, D , gli altri 
punti della perpendicolare goderanno della 
medesima proprietà , cioè a dire A B sarà 
perpendicolare al mezzo di CD ; giacche ’l 
puuto O appartiene certamente alla perpendi- 
colare del mezzo di CD * , e per O non può 
passare che una sola perpendicolare a CD *. 

Lemma avanti IV. 0 

Due Iblee spezzate ACB, ADB avendo gli 
stessi •pwiìù estremi A, B, l’inviluppante ACB 
è maggiore dell'inviluppata ADB. 

Prolungando AD in E, si ha ÀC-f-CE> AE 

4 


log- «7- 

* II.® 

* 1. Del'. 1. 
Fig. ili. 


* Cor. i.| 

* I.® 

Fig. 1». 
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e quindi AC CE -j- EB osia AC -j- CB> AE 
-f EB; ina DE + EB > DB, e AD + DE + EB 
cioè AE + EB >AD -{- DB; dunque a fortiori 
AC + CB> AD 4 - DB. Lo che ec. 

Fig. iy. IV. 0 Se da un punto A tirano alla retta 

EN la perpendicolare AB e le varie oblique 
AG, AE , ec.. 1 “ la perpendicolare è la più. 
corta di tutte , e come tale misura la distanza 
del punto alla retta; a" le oblique AG, AD 
equidistanti dal piede B della perpendicolare 
sono eguali ; 3° fra le oblique le più distanti 
dalla perpendicolare sono più lunghe. 

Si prolunghi AB, finche si faccia BF = AB, 
e si conducano CF, EF. In i° luogo per ra- 
gione dell’angolo retto ABE si può dire EB 

* II.* perpendicolare al mezzo B di AF, ciò che dà * 

AE = EF, AC = CF. Ora la retta AF è più 
breve di qualunque linea spezzata ACF, AEF, 
ec. ; dunque la metà AB sarà più corta della 
metà AC, Ali, ec. In a u luogo l’ipotesi delle 
oblique AC, AD equidistanti dal piede B della 
perpend. AB si riduce a suppone BC — BD , 
cioè a dire AB perpendicolare al mezzo B 

* li.* di CD, che dà AC = AD *. In 3° luogo si 

ha giusta ’l lemma AE -f- EF> AC -f- CF , e 
prendendone le rispettive metà , resulta AE > 
AC. Lo che ec. 

Corollario . Da un punto preso fuori di 
una retta non si possono guidare alla stessa, 
che due sole rette eguali , che sono appunto 
le oblique equidistanti dalla perpendicolare ti- 
rata dal punto sopra la retta; perchè se ci pia- 
cesse d’imrnaginarne tre o più , dal medesimo 
lato dalla perpendicolare si comprenderebbero 
più rette eguali, ciò ch e impossibile. 
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V.» inverso. Se AB è la più corta linea , Fi g . 19. 
che si può condurre dal punto A sopra E.N, 
dev* essere AB perpendicolare a EN ; se le 
oblique AC, AH sono eguali devono essere 
equidistanti dal piede B della perpendicolare 
AB ; e fra le oblique disuguali A E , AD la 
maggiore AE dev'essere più distante dalla 
perpendicolare AB. 

In riguardo .alla 1* parte se AB non fosse 
perpendicolare a EN, si potrebbe da A abbas- 
sare l’efFettiva perpendicolare, che sarebbe più 
corta di AB *, ciò ch e contro l’ipotesi. L’ipu- • iy.» 
tesi della 2 a parte si riduce alla perpendico- 
lare AB col punto A equidistante dagli estremi 
C, D, il che dà BC = BD*; ed in riguardo * Ili.® Cor.- ». 
alla 3 * parte concedendo BE eguale o minore 
di BD, ne seguirebbe AE eguale o minore di 
AD *, ciò ch’è pure contro l’ipotesi. Dunque co. * IV » 


PROBLEMI. 


t .° Dividere in mezzo la data, retta DC. Fig. •.!<*. 
Prendendo i punti estremi D, C come centri, 
si descrivano collo stesso raggio due circoli, 
di cui basta soltanto segnare gli archetti pei 4 
avere i punti d’intersezione in G c H, pe’ quali 
si tiri la retta GH, elio dividerà DC nel suo 
mezzo F. Imperciocché i due punti G e H 
sono per costruzione equidistanti da’ due «cen- 
tri D e C; ed avendo la retta GH due punti 
equidistanti dagli estremi di DC dovrà essere 
perpendicolare al suo mezzo F *. *UI»Cor.i. 

2. 0 Dal punto F dato sopra DC innalzare 
alla stessa la perpendicolare. 
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Si prendano dal punlo F col compasso le 
due parti eguali FI) , FC a piacimento; coi 
centri D e Cv e collo stesso raggio si descri- 
vano due archetti per determinarne 1 intersezio- 
ne in G; per F e G si tiri FG, che sarà la 
perpendicolare richiesta ; e ciò per ragione dei 
suoi due punti F e G equidistanti dagli cstre- 
•liro.i. mi D e C di DC *. ■ 

Che se ’l dato punto corrisponde dll’esUemità 
della retta, è questa non può prolungarsi, al- 
lora non può aver luogo l’anzidetta costruzio- 
ne, e noi terremo conto in appresso di una si- 
mile circostanza (V, § 6 . Probi. Scol.). 

3.° Dal dato punto G fuori di DC abbas- 
sare sopra la stessa la perpendicolare. 

Fatto centro il punta G, si descriva con un 
raggio di sufficiente lunghezza un arco, che 
intersechi la data retta ne’ punti D e C; e 
per mezzo de’ soliti archetti co’ centri in D 
c C si segni un puuto O d’intersezione; la retta 
guidata per G e O sarà la cercata perpendi- 
colare per la stessa ragione di sopra de’ due 
*III°Cor. t. punti G e O equidistanti da D e C *. 

' Scolio. Gli archetti descritti co’ centri in 

D e C devono avere il raggio ]iiù lungo della 
metà di DC, altrimenti non s’intersecano , co- 
me si dimostrerà appresso (V. §. 7 . H.°); e 
il raggio del circolo di centro G nel probi. 3” 
dev’essere maggiore della perpendicolare GF 
* IV.» per secare la retta DC *. . 
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$ 4 - UF.H.E FERHEIiniCOLARl HIIi circolo. 

Teoremi. 

I. * Il raggio CM perpendicolare alla corda 
FG divide in mezzo la corda e Varco FMG 
dalla medesima sotteso o sia l’angolo FCG. 

Imperciocché la perpendicolare CM ha il 
punto G, cli’è ’l centro del circolo, equidistante 
dagli estremi F e G, che sono punti della cir- 
conferenza dunque gli altri punii di questa 
perpendicolare devono essere pure equidistanti 
da F e G *, e quindi D è ’l mezzo della cor-* 
da FG. Di più essendo ’l punto H della per- 
pendicolare equidistante da F e G, ne conse- 
guita l’eguaglianza delle corde MF, MG, che 
vi si possono condurre , e perciò quella degli 
archi sottesi * , o sia l’arco FMG resta diviso 
in mezzo nel punto M , di cui è un conse- 
guente lVguagUauza degli angoli FCM, MCG *. 
Xo che ec. 

II. " Il raggio CM, che divide in mezzo la 
corda FG , è perpendicolare alla stessa , e 
divide in mezzo l’arco sotteso. 

Conciossiachè il raggio CM ha giusta l’ipo- 
tesi i due punti C, D equidistanti dagli estre- 
mi F, G, e come tale dev’essere perpendicolare 
a FG “. Essendo CM perpendicolare al mezzo 
di FG, il punto M fesulta equidistante da F 
e G * , e per la stessa ragione di sopra è il 
mezzo dell’arco FMG. Lo che ec. 

III. 0 La perpendicolare CM, che divide in 
mezzo la corda FG, dev’essere un raggio cioè 
passare pel centro,-, e divide in mezzo l’arco 
sotteso. 


Fig. ai. 

Dcf. 3, 
3.IlI°Cor.a. 

* i. V,® 

* a. 1 ® 


*5.ni°Cor.i 
* 3. II.® 
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Imperciocché nella sola perpendicolare al 
mezzo D di FG si comprendono i punti equi- 
*3.III»Cor.i. distanti da F e G onde ’l centro del cir- 
colo, eh’ è equidistante da F c G , dev’essere 
necessariamente un punto di questa perpendi- 
colare , e ’l punto M equidistante da F e G 
corrisponde al mezzo dell’arco FMG. Lo che ec. 

Scolio. I tre teoremi già esposti ci mostrano 
unite nella stessa retta le seguenti quattro 
condizioni: la i* di essere un raggio, la 2' 1 di 
essere perpendicolare alla corda, la 3* di pas- 
sare pel mezzo della corda , la 4* di passare 
pel mezzo dell’arco sotteso; e tale è la reci- 
proca concatenazione , che date due di esse , 
devono le altre due necessariamente aver luo- 
go. In questa guisa ne provengono altri tre 
teoremi, di cui. qui notiamo le semplici enun- 
ciazioni: 1 “ Il raggio , che divide in mezzo 
l’arco , è perpendicolare al mezzo della cor- 
da. a” La perpendicolare , che divide in mezzo 
l’arco , divide pure in mezzo la corda , ed è 
un raggio. 3° La retta , che divide in mezzo 
la corda e l’arco , resulta perpendicolare e 
raggio. La dimostrazione è fondata su i teo- 
remi del § 3, e può essere fornita dagli stessi 
giovani, che avranno cosi l’agio di esercitarvisi. 

Problema. Dividere un angolo o arco dato 
in due parti eguali. 

Fig. ■jo. Se è dato l’ang. DGC si descrive col cen- 
tro G e un raggio qualunque l’aco DMC, coi 
centri in D e G si segna la solita intersezio- 
ne O de’ due archetti dello stesso raggio, c 
si tira per G, O la retta GO, che dividerà in 
mezzo l’ailg. DGC. Perchè la retta GO coi 
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due punti G , O equidistanti per costruzione 
da DeC è perpendicolare a DC *, e divide in ‘S.lIIoCor.r 
mezzo l’arco DMC o sia l’ang. DCG *. • i.° 

Se poi è dato l’arco DMC, questo problema 
all’altro si riduce di dividere in mezzo la corda 
DC *, cioè si segnano co’ centri in DeC due *3. Probi, i. 
punti d’intersezione in G e H, o pure in G e 
O, pe’ quali si conduce la retta, che dividerà 
in mezzo l’arco per la stessa ragione di sopra. 

Lo che ec. 

' § 5 . DELLE TANGENTI. 

Teoremi. 

I.° La linea, retta noti può incontrare la 
circonferenza che in due soli punti. 

Coiiciossiachè se rincontrasse in tre punti come 
per es. in F, M, G, o in più di tre punti, al- Fig- al- 
lora si potrebbero dal centro C sopra la ietta 
condurre i tre raggi eguali CF , CM , CG o 
più, ciò ch’è impossibile*. Due soli adunque *3.IV.°Cw. 
possono essere i punti d’incontro, perchè due 
sole rette eguali si possono tirare da un punto 
sopra una retta. Lo che ec. 

Scolio. La circonferenza e qualunque arco 
della stessa, che non può tagliarsi dalla linea 
retta in più di due punii, si dice linea con- 
vessa ; e questa denominazione si estende a 
qualunque altra curva, che gode di una simile 
proprietà. 

IL" La perpend. TT' condotta all’estremità Fig. ax 
M del raggio CRI non ha comune colla cir- 
conferenza che 7 solo punto M , che dicesi 
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puuto «.li contatto, dandosi a TT' il nome di 
tangentu. 

S’itnmagini sopra TT' uu punto K vicinis- 
simo a M, e vi si tiri CK, clic come obliqua 
dev’essere maggiore della perpend. GM * ; ma 
il raggio CM misura la distanza de’ punti 
della circonferenza dal centro C * ; dunque ’1 
punto K posto alla maggiore distanza CK de- 
v’ essere al di là cioè fuori della circonferen- 
za , e quindi il solo punto M di TT' appar- 
tiene alla, circonferenza. Lo che ec. 

III. “ inverso. Se la retta TT' è tangente 
al circolo , cioè a dire ha ’l solo punto M 
comune colla circonferenza , il raggio GM ti- 
rato al pulito di contatto M è perpendicolare 
alla tangente TT'. 

Perchè essendo qualunque punto K di TT' 
fuori dell» cireonferenza , si ha la corrispon- 
dente distanza CK maggiore del raggio GM; onde 
CM, ch’è la più corta linea da G sopra TT', 
dev’esseré perpendicolare a TT' *. Lo che ec. 

IV. 0 Ammessa la stessa ipotesi del teor. II, 
non si può fra la circonferenza e la retta 
MT' tirare per M veruna retta intermedia. 

Concedendo di potersi tirare la retta inter- 
media MR, questa avrebbe ad eccezione di M 
tutti i suoi punti fuori delia circonferenza , e 
il raggio CM sarebbe la più corta linea da 
C sopra MR e quindi perpendicolare a MR *. 
In questa guisa esisterebbero le due perpendi- 
colari MT', MR allo stesso punto M di GM , 
ciò ch’è assurdo 1 ^. La retta MR adunque deve 
cadere dentro al circolo , e così incontrare la 
circonferenza in un secondo punto. 
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Scolio. Questo teorema- serve di base al lin- 
guaggio metaforico adottato a questo riguardo * . , 
nella geometria: la perpend. TT' aU’estremità 
M del raggio CM tocca la circonferenza, e si 
dice tangente per la ragione del suo massimo 
l’avvicinamento alla circonferenza , non potcn- 
dpvisi tirare altra retta intermedia; ed in contrap- 
posto si dà ’l nome di secante alla retta, che 
incontra la circonferenza in due punti.. 11 geo- 
metra poi considera che per una serie di se- 
canti, di cui. i due punti comuni colla circon- 
ferenza sempre più si approssimano, si può pas- 
sare alla tangente , nel quale caso quei due 
punti coincidono, riducendosi all’uuico punto di 
contatto. 

Corollario. Non si può allo stesso punto M 
della, circonferenza tirare che una sola tangen- 
te* pcrcl^e nel caso di due tangenti sarebbero 
le stesse perpendicolari al punto M del raggio 
CM, ciò ch’è assurdo *. *51 

Problema, forare la tangente al punto M 
della cirt*onfprenza. 

CojkI unendo a M il raggio CM, il problema 
si riduce a tirare dal punto M la perpendico 
4are sopra CM \ * 3 . Pn)L 

• § 6. DELLE PARALLELE 

Definizione. 

f>ue liuee rette poste nel medesimo piano, 
clic prolungale sino all’infinito non si rincon- 
trano,. dieousi parallele ; ed in generale si ad- 
dita col nome di parallelismo una si falla pro- 
prietà. g 
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„ Teoremi. 

Fig. aj. 1 ." Due rette AC, BD perpendicolari ad 
una terza AB sono parallele. 

Giacchi; se le stesse s’ incontrassero in un 
qualunque punto U, nascerebbe l’assurdo delle 
due perpendicolari OCA, ODB guidate dal me- 
• 5 . l.® desiino punto O sopra AB *; dunque ec. 

11." inverso. Se due rette sono parallele , 
devono tutte e due essere perpendicolari ad 
Fig. 24. una terza retta , cioè se da ’ punti A, B della 
retta AB partono due parallele , ed una di esse 
BD è perpendicolare ad AB, dev’essere l’altra 
condotta per A pure perpendicolare ad AB. 

Condottò per A la perpendicolare AC sopra 
AB e'ie'due oblique AE, AF vicinissime ad 
AC, se prolunghiamo AE, che fa con AB l’an- 
golo acuto EAB, questa anderà sempre più al- 
lontanandosi da AC, cli’è qùanto a dire si rav- 
vicinerà sempre più a BD, e così le due rette 
AE, BD sufficientemente prolungale si dovranno 
in fine rincontrare. Se poi prolunghiamo AF, 
che fa l’angolo ottuso FÀB, dalla parte opposta 
*2.llI®S«ol. cioè verso F', nasce l’angolo acuto F'AB*; quindi 
ha luogo lo stesso caso di sopra, cioè le due 
rette FAF', DBD' a sufficienza prolungate verso 
questa parte finalmente s’incontrano. In simile 
guisa fra le rette condotte per A la sola AC 
perpendicolare ad AB resulta parallela a BD. 
dunque ec. 

Scolio. La dimostrazione recata non è a dire 
il vero molto rigorosa, ed è giusto che i gio- 
vani sappiano di avere l’articolo delle parallele 
tonnato uno scoglio, in cui sono andati a nau- 
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fragarsi tutti gli scrittori di geometria, comin- 
ciando da Euclide sino a Legendre; quest’ul- 
timo poi a forza di lunghi e complicati razio- 
cìni ha annebbiato qualche teorema fondamen- 
tale della scienza , e per poco si ristette nel- 
l’ultima edizione a non ritornare all’antica imper- 
fezione di Euclide. La Croix credette di ridur- 
re la diiiicoltà a’ minimi termini , ammetten- 
do il principio da noi esposto,, ed in una nota fa 
conoscere la dimostrazione di Bertrand come la 
più semplice ed ingegnosa (V. Geom.* n.° 4°)> 
di cui qui ci • proponiamo a fare un cenno. 

Uno spazio angolare*, sebbene sia indefinito * 2 . Dell i. 
nel verso della lunghezza de’ lati, si può ben 
comparare con un altro, dicendo per es. mag- 
gióre quello dell’angolo più grande ; c noi com- 
parando lo spazio di un angolo acuto piccolis- . 
simo con quello di una banda di due perpen- 
dicolari alla stessa retta, eh’ è indefinito nel 
verso della loro lunghezza, dimostreremo lo spa- 
zio angolare maggiore della banda. 

Esistendo l’angolo acuto piccolissimo FCG, si Fig. 7. 
può colla sua successiva rivoluzione intorno ad 
un lato formare un numero qualunque di angoli 
contigui GCB, ec. eguali, e così pervenire ad 
uno di essi, di cui il lato dovrà cadere al di là 
<lel lato CE dell’angolo retto FCE ; il che im- 
porta di potersi lo spazio angolare acuto FCG 
prendere tante volfe da superare lo spazio ango- 
lare retto. Ma questo non può avvenire alla ban- 
da EABF delle due perpendicolari AB, EF so- Fig. a5. 
pra AE, perchè la sua rivoluzione intorno ad 
EF dà origine alla 2 * CEFD col lato EC nel pro- 
lungamento di AE*, e colle successive rivoluzio- • 3 . yi.<* 
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ni se ne ottengono infinite, di cui nessuna giunge 
a cadere al di ià del lato AE dell’angolo retto 
BAE, giacendo tutte sopra questo lato prolun- 
gato all’infinito; e però un numero infinito di 
queste Lande non bastano a riempire lo spazio 
dell’angolo retto. Per lo che lo spazio di qual- 
sisia angolo acuto è da riguardarsi come mag- 
giore della banda anzidetta , qualunque sia la 
lunghezza di AE, . 

Venendo ora al nostro assunto, s’immagini 
per A l’obliqua posta ad angolo acuto con AE e 
si supponga vicinissima alla perpend. AB; que- 
sta obliqua deve incontrare qualunque altra per- 
pend. per es. EF condotta sopra AE, avendo ri- 
guardo alla circostanza dello spazio dell’angolo 
acuto dell’obliqua con AB maggiore della banda 
EABF. Imperciocché nel caso contrario, eh’ è 
quello dell’obliqua compresa tutta al di qua di 
EF, lo spazio di. quell’angolo acuto verrebbe a 
formare parte della banda, restando a quest’ulti- 
ma l’eccedente spazio compreso fra la perpendi- 
colare FE, la retta EA, e l’obliqua, che vai 
quanto dire lo spazio dell’angolo acuto resulte- 
rebbe minore della banda; mentre ammettendo 
l’incontro dell’obliqua, che sensibilmente può rap- 
presentarsi da AD, couEF, si ha oltre allo spa- 
zio comune uno spazio triangolare definito da 
parte della banda ed uno spazio angolare indefi- 
nito da parte dell’angolo acuto, e chiunque si per- 
suade che in questo solo caso può la banda resul- 
tare più piccola dello spazio dell’angolo acuto. 

Veniamo in fine notando potersi ’l teorema, 
di cui si tratta, esprimere nel modo seguente: 
le rette parallele hanno comuni le per peri - 
A dicolarij o sia la retta AB, eh’ è perpendico- 



3 7 

lare ad una delle parallele BD , dev’esserlà 
ancora all* ài tra AC; perchè nel caso di AG 
obliqua rispetto ad AB si verificherebbe rin- 
contro di BD e AC, ch’è contro l’ipotesi.-- 
Corollario. Da un punto A non può tirarsi 
che una sola parallela ' a BD; perchè nel caso 
di due parallele AC, AE la- perpendicolare AB 
guidata sopra BD sarebbe perpendicolare ad 
AC e AE, ed al punto A di AB esisterebbero 
due perpendicolari, lo che è assurdo *. 

IH. 0 Due rette CD, EF parallele ad una 
terza AB sono parallele fra loro. 

Conciossiachè tirando per qualsisia punto A 
di AB la perpendicolare AEC sopra AB, que- 
sta dovrà esserlo phrc a CD ed EF’*; per lo che 
le due rette CD, EF perpendicolari alla stessa 
retta AEC resultano parallele *. Lo che ec. 

IV. ° Le parallele AC , BD conservano da 
per tutto la medesima distanza fra loro. ' 

Si tirino da due punti qualunque A , C le 
perpend. AB, CD sopra AC, che resultano pure 
perpendicolari sopì a BD,ed io dico essere eguali 
le due anzidette perpendicolari comuni AB, CD. 
A questo oggetto s’immagini ’l punto E mezzo 
di ÀC, e suppostavi la perpendicolare comune 
EF , si rivolga sulla stessa la porzione di fi- 
gura AEFB. Allora per l’eguaglianza degli 
angoli retti FEA, FEC deve EA cadere sopra 
EC, per l’ipotesi di E mezzo di AC il punto 
A cade sopra C , e per ragione degli angoli 
retti A, C prende AB la direzione di CD o sia 
il punto B deve corrispondere sopra CD; ma 
dall’altra parte gli angoli retti BFE, DFE danno 
la coincidenza di FB e FD, e quindi ’l punto 


* 3. I.° 
Fig. u5. 

* H.° 

‘ I.o 
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ti sopra FD; dunque B si troverà nello stesso 
tempo sopra CU e FD, ch’è quanto a dire nel 
i. Def. i. loro unico punto D comune '. In quésta guisa 
le due rette'AB, CU coincidono perfettamente 
e sono eguali. Lo che ec. 

Corollario. Essendo la linea retta determi- 
nata da due punti, ne segue che per definire 
la parallela ad una retta baita prendere due 
punti dalla stessa equidistanti ; cosi per es. ti- 
rando le due perpendicolari eguali AB , Cl) 
sopra AC, la retta BU condotta per i due punti 
B, D h parallela ad AC. 

Fìg. 16. V.° Se due rette parallele AB, CU sono se- 

cate da una terza PQ, si formano eguali i° gli 
angoli alterni — interni CFL , FLB ; a® gli 
angoli corrispondenti PFD, FLB; 3® gli an- 
goli alterni — esterni PFU, ALQ; 4* nn ~ 
goli interni DFL , BLF o gli esterni PFD , 
BLQ posti al medesimo lato della secante 
PQ sono supplementari. 

Prima della dimostrazione da’ punti F, L si 
conducano FO perpendicolare ad AB e LI a 
CD , che resultano perpendicolari comuni alle 
* n.» due parallele"; si descrivano co’ centri F, L 
e collo stesso raggio FL due ardii circolari ; 
e. si prolunghino FO, LI fino all’incontro degli 
archi in N e M. Premesso ciò, il ràggio LK 
perpendicolare alla corda FN divide in mez- 
4- zo la corda e l’arco sotteso * , e ne proviene 
FO = ON, arco FK=arco KN; similmente il 
raggio FH perpendicolare alla corda LM dà 
L1=IM, arco LH = arco HM. Ora giusta la 
natura delle parallele sono eguali le distanze 
® IV.® FO, LI ", e quindi i loro doppi FN,LM,che 
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botile corde eguali iu circoli eguali sottendono 
gli archi eguali FKN, LHM *, di cui le metà 
FK, LH sonò eguali; dunque i due angoli FLB; 
CFL co’ vertici a’ due centri L, F devono es- 
sere eguali *. Lo che ec. 

Questa eguaglianza degli angoli CFL, FLB 
serve di base a dedurre le altre giusta l’enuu- 
crazione: ed in vero si ha PFD = CFL *, ma 
CFLr=FLB, dunque PFD=FLB; e se all’an- 
golo FLB si sostituisce ’l suo eguale ALQ, ne 
proviene PFD = ALQ. In fine dalla nota egua- 
glianza * DFL -f- CFL = i8o° mercè la so- 
stituzione di BLF in vece di CFL si deduce 
DFL -f- BLF = 1 8 o“, mentre dall’altra ALQ -f- 
BLQ= i8o° per la sostituzione di PFD in vece 
di ALQ si ottiene PFD -|- BLQ = i8o°. Lo 
che ec. 

Scolio. La stessà figura presenta un’altra cop- 
pia di ogni specie di angoli, cioè la a 1 coppia 
di angoli alterni — interni DFL, ALF; la a* 
di angoli corrispondenti PFC, FLA; la a" di 
angoli alterni — esterni PFC, BLQ; la a” di 
angoli interni CFL , ALF o di esterni PFC , 
ALQ al medesimo lato di PQ; c gli angoli di 
ogni coppia sono i rispettivi supplementi di 
quelli della coppia menzionata nel teorema, cosi 
DFL è supplemento di CFL * ALF di FLB 
PFC di PFD, ec. Per lo che sussistono rispetto 
a queste coppie le stesse eguaglianze enunciate 
nel teorema, cioè si ha DFL = ALF, PFC = 
FLA, ec. ' 

VI. 9 inverso. Se nell* incontro delle rette 
AB, CD colla terza PQ ha luogo una delle 
sopraddette eguaglianze di angoli , cioè degli 


c 


* I. Y.° 

* 3. I.° 

* ■*. y.o 

* a. Ili ® 


*3.III«Sr.ol. 
Pig. 37 . 
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angoli alterni — interni CFL, FLB, o de cor- 
rispondenti PFD , FLB , o degli alterni — 
esterni PFD ALQ, o pure se gli angoli interni 
DFL, BLF o esterni PFD, BLQ al medesimo 
luto sono supplementari , io dico che le rette 
AB e CD sono parallele. 

* V.° Abbiamo osservato * coinè queste eguaglianze 

dall’unica dipendono degli angoli alterni — in- 
terni, quindi ciascuna ipotesi a quella si riduce 
di CFL = FLB, secondo cui noi proveremo il 
parellclismo di AB e CD. Sé ciò si nega , si 
deve per F tirare un’altra retta MR parallela 
ad AB , che dà l’eguaglianza degli angoli al- 

* V.° terni — interni MFL, FLB *; ma per l’ipotesi 

si ha CFL = FLB; dunque MFL = CFL, ciò 
ch’è assurdo, essendo l’angolo CFL una parte di 
MFL. Nello stesso modo si prova di qualsisia 
retta condotta per F diversa da CD; dunque ec. 

* v ° Scolio. L’eguaglianze di angoli già notate* 

sono dunque esclusive per le rette parallele., 
cioè a dire le sole, parallele fanno eguali gli an- 
goli alterni — interni, ec. o in altri termici 
quelle eguaglianze sono necessarie al parellc- 
lismo di due rette. 

In questa guisa se una retta condotta per F 
fa con FL un angolo interno che insieme al- 
l’altro interno BLF dia una somma minore 
di i8o°, è giocoforza che questa retta formi 
un angolo minore di DFL, cioè che cada al 
di sotto di FD parallela a LB , coni’ è per 
es. FR; e quindi le due rette FR , LB , che 
danno la somma degli angoli interni RFL -j- 
BLF < iSo”, prolungate da questo stesso lato 
n.° Cor. s ì devono incontrare?. Se poi la somma de’ due 
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angoli intèrni si suppone maggiore di i8o* , 
come ha per luogo le due rette FM, LA; al- 
lora vi corrisponde dall’altro lato la somma dei 
supplementi RFL -j- BLF < i8o°, e le due rette 
prolungate non già nel verso FM, LA, ma sì 
bene in quello di FR, LB si devono incontra- 
re. Le sole rette paralelle adunque fanuo la 
somma degli angoli interni eguale a 180*; che 
se questa somma non ha luogo , le rette non 
sono parallele, e si riuniscono dalla parte cor- 
rispondente alla somma minore di i8o\ 

VII-*. Gli angoli, di cui i lati sono rispet- 
tivamente paralleli e diretti tutti e due nel 
medesimo verso o contrario , resultano eguali , 
ed in caso diverso supplementari. 

Per due punti A e L si tirino le rette PC F, S- **■ 
e SM, BQ e NR parallele, che formano quat- 
tro angoli in A ed altrettanti in L, ed io dico 
che gli angoli BAG , NLM co’ lati AB , AG 
diretti tutti e due nel medesimo verso de’ lati 
LN, LM sono eguali. Imperciocché prolungando 
NR in D, per ragione delle parallele SM, AG 
secate da ND sono eguali gli angoli corrispon- 
denti NLM, LDG *; ma le parallele ND, BQ * \.» 
secate da CA danno eguali gli angoli corrispon- 
denti LDG, BAG; dunque si ha NLM = BAC. 

Posta questa eguaglianza , l’ altré ne conse- 
guitano de’ rispettivi supplementi MLR e GAQ 
co 1 lati pure diretti nel medesimo verso , di 
SLR opposto al vertice di NLM * e BAG coi ' '*■ Y - J 
lati tutti e due diretti in verso contrario, o 
pure di NLM e PAQ, ec. 

Partendo poi dal principio NLM -f- MLR = 
i8o° % si sostituisce GAQ al suo eguale MLR, • -j. jjj.« 

6 
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e_ si ottiene NLM -j- GAQ = 180*, notando di 
essere AC diretto nello stesso, verso di LM ma 
AQ in contrario di LN. Se a NLM si sosti- 
tuisce BAC, lo stesso principio dà BAC + MLR 
= 180°, e quindi PAQ + MLR = 180° ; ec. 
Lo che ce. 

Vili." Due parallele intercettano sulla cir- 
conferenza archi eguali , sia che fossero tutte 
e due secanti^ o Cuna secante e l'altra tan- 
gente) o tutte e due tangenti. 

1 “ Caso. Siano le due secanti FG, IL pa- 
rallele poste dalla stessa parte del centro C , 
queste intercettano gli archi eguali FI , GL. 
Dal centro C si tiri ’l raggio CM perpendico- 
lare a FG, che è pure perpendicolare a IL *, 
e divide in mezzo gli archi sottesi FMG, IML 
cioè si ha arco FM = arco GM, arco 1 M = 
arco LM; sottraendo membro a membro queste 
equazioni, ne proviene arco FI = arco GL. 

a” Caso. Siano la secante FG e la tangente 
TT parallele poste ancora dalla stessa parte 
del centro C , nel quale caso gli archi inter- 
cettati sono FM, GM, che si provano eguali. 
Il raggio CM guidato al punto di contatto M 
è perpendicolare alla tangente TT * e quindi 
alla parallela FG *; per lo che divide in mezzo, 
l’arco sotteso FMG *, cioè si ha arco FM= ar- 
co GM. 

3 ° Caso. Siano in fine le due tangenti TT, 
T'T' parallele , che danno come archi inter- 
cettati le due semicirconl’. MFM', MGM'. Al- 
lora il raggio CM perpendicolare alla tangente 
TT “ prolungato deve corrispondere perpendi- 
colare aU’altra parallela T'T' e quindi coiu- 
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ridere col raggio CM' condotto al punto di con- 
tatto M' , ch’è perpendicolare a T'T' *; altri- * 5- IH.® 
menti dal centro C si tirerebbero due perpen- 
dicolari sopra T'T', lo che è assurdo*. Essendo * ">• I-* 
MCM 7 unica retta, viene a formare un diame» 
tronche divide la circonferenza nelle due parti 
eguali MFM', MGM' *. Lo che ec. *' * i. I.° 

Se poi vogliamo supporre nel i® c a® caso 
le due parallele poste da parte contraria rispetto 
al centro C, si deve modificare un poco la di- 
mostrazione nel modo seguente. Siano nel x® 
caso le due parallele FG, l'L', allora il rag- 
gio CM, ch’è perpendicolare a FG, prolungato 
è pure perpendicolare a l'L', e si hanno le due 
eguaglianze di archi cioè FM = GM, I'M' — 

L'M', che sottratte dalle rispettive semicircon- 
ferenze MFM', MGM', lasciano i residui eguali 
FI', GL'. Una analoga modificazione ha luogo 
nel 3 ° caso, considerando la secante FG e la tan- 
gente T'T' parallele ; giacché il raggio CM' 
perpendicolare alla tangente prolungato resulta 
pure perpendicolare a FG, dando l’arco FM = 

GM, i quali archi sottratti dalle rispettive se- 
micirconferenze lasciano i residui eguali FM', 

GM'. 

Scolio. La proprietà d’ intercettare archi 
eguali esclusivamente si appartiene alle rette 
parallele; cosi per es. qualunque retta condotta' 
da F al di sopra di IL diversa da FG paral- 
lela a IL deve comprendere dall’altro lato un 
arco maggiore o minore di GL o sia di FI. 

Per lo che sussiste ’l teorema inverso cioè a 
dire se due rette intercettano archi eguali so- 
pra la circonferenza devono essere parallele , 
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e se ne può ancora dare la prora diretta, ti- 
rando un faggio perpendicolare ad una delle 
rette, che dev’esserlo pure all’altra, come quello 
che nc divide in mezzo l’arco sotteso ; il che 
può servire di esercizio a’ giovani. 

Fig. 26. Problema. Dal dato punto F fuori della 
retta AB condurre la parallela ad AB, 

Si tiri dal punto F ad AB una retta qua- 
lunque FL, e al punto F di FL si faccia l’an- 

2. Trofal. goio LFC eguale a FLB *; la retta FC sarà 

la parallela richiesta per ragione degli angoli 

* VI. 0 alterni — interni LFC, FLB eguali*. 

Scolio. In forza di questo problema possia- 
mo condurre la perpendicolare all’estremità F 
della retta NF, che un ostacolo invincibile ijon 
permette di prolungare onde aver luogo la nota 

3 . FrobL 2. costruzione *. In tale caso da un punto qua- 

lunque O di JvF s’innalza la perpend. OA, e 
per F si condupe FC parallela ad OA, al quale 
oggetto non si richiede ’l prolungamento di PiF; 
questa retta FC resulta appunto perpendicolare 

* II.° a NF \ 

§ 7. DELLA DETERMINAZIONE DEL CIRCOLO.' 

Teoremi. 

t r ’ 

Fig. 5o. I.* Tre punti A, B, C non disposti in li- 

nea retta determinano la posizione della cir- 
conferenza , cioè a dire per questi tre punti 
può sempre passare una sola circonferenza. 

Tutto si riduce a dimostrare l’ esistenza di 
un solo punto equidistante da’ tre dati A , B, C. 
Ed in vero supponendo riuniti i tre punti colle 
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rette AB, BC , egli è chiaro doversi trovare 
i punii equidistanti da A e B nella sola per- 
pendicolare FL al mezzo F di AB *, e quelli 
equidistanti da B e C nella sola perpendicolare 
Di al mezzo D di BC; onde ’l punto d’incon- 
tro O delle due perpendicolari darà OA==OB 
= OC cioè sarà l’unico punto equidistante da 
A, B , C. Nè questo punto Q d’incontro può 
mai venir meno ; perchè le perpendicolari- ai 
mezzi F e D non s’incontrano nei solo caso 
del loro parallelismo, nel quale caso hanno co- 
myni le perpend. BA, BC condotte per B *, che 
devono pome tali, formare unica retta % e que- 
sta condizione resta esclusa dell’ipotesi. Esi- 
stendo ’l solo punto O equidistante da’ tre punti 
A, B, C, il solo circolo di centro O e raggio 
OA può passare per gli stessi. Lo che ec. , 
Corollario. Segue da ciò , che due circon- 
ferenze non possono avere tre punti comuni 
senza confondersi in una sola, e quindi due. 
circonferenze non possono secarsi in piu di 
due punti. » 

Scolio. Se i tre punti sono disposti in linea 
retta, è impossibile di farvi passare ’l circolo, 
perchè la retta non può avere col circolo co- 
muni più di due punti*; ed altronde ’l me- 
todo indicato non dà punto d’incontro per le 
due perpendicolari a’ mezzi F, D, che diven- 
gono parallele*. Se i jiunti sono due come per 
es. A e B, allora tutti i punti di FL perpen- 
dicolare al mezzo di AB resultano equidistanti 
da A c B *, e possono essere centri de’ circoli 
da descriversi; onde per A eB passano infiniti 
circoli, di cui resta soltanto determinato ’i luo- 
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go de’ centri , ch’è la perpend. FL del mez- 
zo. Se poi è dato un solo punto , vi passano 
* • pure infiniti circoli; ma niente vi ha di determi- 
nato, potendosi qualunque punto del piano pren- 
dere come centro. 

Fig. 3i. II.® Nell' intersezione di due circolila retta 
AB , che ne congiunge i centri , dev’ essere 
perpendicolare al mezzo O della corda co- 
mune IL , e la distanza A B de ’ centri deve 
corrispondere minore della somma e maggiore 
della differente de ’ due raggi AI, BI. 

Imperciocché la retta AB ha due punti, che 
sono i centri A e B, posti -rispettivamente ad 
eguale distanza degli estremi 1 e L di IL; de- 
3. ni 0 Cor. 1 v’essere adunque ÀB perpendicolare * al mezzo 
i. Def. i. O di IL. Di 1 più si ha AB < AI -j- BI * ; e 
dalla ineguaglianza AB4-Bl>AI si deduce 
merce la sottrazione di BI l’altra AB > Al - — BI; 
lo che ec. 

Fig. 5-2. III.® Se la disianza AB de' centri A e B di 
due circoli è eguale alla somma de’ loro raggi 
AO, BO, questi due circoli si toccano ester- 
namente , cioè hanno comune ’l solo punto 
O, che dicesi di contatto , posto sopra AB, e 
sono situati l’uno fuori dell'altro. 

Imperciocché se ci piacesse di supporre un 
altro punto I comune a 1 due circoli, Al e BI 
sarebbero rispettivamente raggi, e la retta AB 
cioè la distanza de’ centri corrisponderebbe mi- 
i. Def. ». nore della linea spezzata AlB * cioè della som- 
ma de’ raggi , lo che è contro l’ipotesi ; dun- 
que ec. 

Fig. 33. IV. 0 Se la distanza AB de’ centri di due 
circoli è eguale alla differenza de' loro raggi 
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AO, BO, questi due circoli si toccano inter- 
namente, cioè hanno comune ’l solò punto O 
di. contatto posto nel prolungamento di AB, 
e sono situati l’uno dentro all’altro. 

Immaginando un altro punto comune I, si ti- 
rano i due supposti raggi AI, BI, e si ha AB 
-}-BI>AI cioè AB>A1 — BI, ch’è la distanza 
de’ centri maggiore della differenza dei raggi 
contro l’ipotesi; dunque ec. 

Scolio. Prendendo nella retta indefinita MN Fig. 34- 
una serie di punti A, C, D, E, F, ec. come 
centri, e descrivendo co’ raggi AM, CM, DM, 

£M, FM, ec. la corrispondente serie di circoli, 
questi avranno lutti ’l contatto interno nel punto 
M, perchè la distanza di due centri qualunque 
eguaglia la differenza de’ rispettivi raggi; e se 
per M si conduce MB perpendicolare a MN, sarà 
MB tangente comune di tutte le circonferen- 
ze *. Ora se s’immagina una retta definita per *5. il.» 
es. AB , egli è, chiaro che ciascuno di questi 
circoli ne taglierà una nuova porzioue, comin- 
ciando da a, senza poterla giammai esaurire ; 
perchè nessuno di questi circoli, che sono in- 
finiti di numero, potrà attingere l’estremità B 
della retta, essendo MB una tangente comune. 

La divisione dunque della retta definita in lun- 
ghezza non potrà mai avere termine , o come 
dicesi la linea retta è divisibile all’ infinito. 

V." inverso. Se due circoli si toccano ester- 
namente o internamente nel punto O, i loro Fig. 5a e 33. 
centri A, B, e ’l punto di contatto O devono 
essere nella stessa linea retta , cioè la distanza 
de’ centri resulta eguale alla somma o alla 
differenza de * raggi AO-, BO, 
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Fig. 3-j. In i* luogo considerando ’l caso del contatto 
esterno, si neghi essere AO e BO unica retta; 
allora là retta, che può comprendersi fra i punti 
estremi A e B, deve incontrare le due circon- 
ferenza in punti diversi per ragione dell’ u- 
nico punto O comune, ed essere per es. AIB 
maggiore della somma de’ raggi km + Bn , 
mentre la linea spezzata AOB resulta 'eguale 
alla somma de’ raggi AO -f- BO. In questa guisa 
si avrebbe la linea retta AIB maggiore della 
• ». De f. ». spezzata AOB , ciò ch’è assurdo * ; dunque la 
retta, che congiunge i centri A e B, passa per 
O, cioè a dire AOB è unica retta, e ne résulta 
la distanza de’ centri AB eguale alla somma 
de’, raggi AO, BO. 

Fig. 33. In a" luogo nel caso del contatto interno si 
neghi che la retta AB prolungata debba pas- 
. sare per O, e si supponga BI questo prolun- 
gamento y allora l’unica reità ABI incontra le 
circonferenze in puuti diversi, e così ABI re- 
sulta maggiore di AB n cioè della somma della 
distanza AB de’ centri e del raggio Bn del cir- 
colo interno. Ora la retta supposta ABI è rag- 
gio del circolo esterno a somiglianza della retta, 
che può comprendersi fra A e O; per lo che 
questa ultima retta dev’eccedere la somma te- 
stò indicata, mentre la linea spezzata ABO l’e- 
guaglia, essendo BO = Bn,ch’è quanto a dire 
ne conseguita l’assurdo della linea retta mag- 
giore della spezzata compresa fra gli stessi punti 
estremi A e O. Dunque AB prolungata passa 
per 0, cioè si ottiene la distanza de’ centri AB 
eguale alla diiferenza de’ raggi AO , BO. Lo 
che ec. 
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Scolio . La distanza de’ centri comparata colla 
somma e differenza de’ raggi determina la ri- 
spettiva posizione di due circoli. Se l’anzidelta 
distanza Si comprende fra quésti due limiti, i 
circoli si secano; se eguaglia ’1 primo o ’l se- 
condo limite, si toccano esternamente o inter- 
namente; se però è al di là de’ limiti, i cir- 
coli non hanno alcun punto comune, cioè l’uno è 
fuori dell’altro nel caso della distanza de’ cen- 
tri maggiore della somma de’ raggi , mentre 
l’uno è dentro all'altro in quello della distanza 
de’ centri minore della differenza de’ raggi. 


problemi. 


Pe’ tre dati punti A, B, C, che non 
sono in linea retta , far passare la circonfe- 
renza di un circolo. 

La soluzione di questo problema si comprende 
nella costruzione indicata al teor. 1° , ed iu 
vero dopo di avere congiunto i tre punti colle 
rette AB, OC si devono tirare le perpendico- 
lari FL, DI a’ mezzi F,D delle stesse*, che nel 
loro incontro O daranno il centro del circolo 
cioè a dire ’l circolo descritto col centro O e 
raggio OA dovrà passare per gli altri due punti 
B e C. 

a. 0 Ritrovare il centro di un circolo o di 
un arco dato. 

Seguando tre punti qualunque A, B, C nella 
data circonferenza o nel dato arco, si pratica 
là stessa costruzione di sopra *, c ’l punto di 
incontro O sarà ’l centro del, circolo o arco 
dato. 


Fig. 3o. 


3. Probi r 
* !.<• 


* IYoI». i 
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$ 8. DELLA MISURA DEGLI ANGOLI RIFERITI 
IN QUALUNQUE MODO ALLA CIRCONFERENZA. 

' Teoremi . 

j-ijj. 55. I." L’angolo BAD formato dalla tangente 

BA e dalla corda AD è misurato dalla metà 
dell’arco sotteso dalla corda , e dicesi angolo 
del segmento. 

Si tiri pel centro C il diametro GH paral- 
lelo a AD, il raggio CF perpendicolare a AD, 

* ti. li.® che lo è pure a GH % e ’i raggio GA che re- 

* 5 . IH.® sulta perpendicolare a BA*. Si hanno così i due 
•a. I.®Cor. angoli retti eguali BAC, FCG*, ed i due an- 

* <i. V.® goli alterni — interni DAC, ACG pure eguali *, 

che sottratti rispettivamente da’ primi danno 
BAC — DAC = FCG — ACG cioè BAD =ACF. 
Ridotto l’angolo BAD all’angolo ACF, che co- 
me angolo col vertice al centro ha per misura 
* 2.11.® Scol. parco compreso AF *, ne conseguita essere BAD 
pure misurato da AF, ch’è la metà dell’intero 

* 4 - I-° arco AFD sotteso da AD*; dunque ec. 

l ig. 56 . II." L’angolo DAK formato dalle due corde 
DA , KA cioè col vertice sopra la circonfe- 
renza è misurato dalla metà dell’arco DK 
compreso fra i suoi lati , e dicesi angolo iscritto. 

Tirala pel vertice A la tangente AB, si ot- 
* !•“ tiene* ang. BAK = i arco AK, ang. BAD = 
\arco AD, e quindi BAK — BAD o sia DAK 
= iAK — ìAD = ì(AK — AD) = ìDK; lo 
che ec. 

Corollario i L’angolo al centro DCK è 
doppio dell’angolo iscritto DAK, che poggia 
sullo stesso arco , essendo il i 0 misurato dal- 
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l’arco DK c ’1 a® da £ DK. E puossi in altri 
termini dire che l’angolo al centro eguaglia 
l’angolo iscritto , che poggia sopra un arco 
doppio. 

Corollario s.° L’angolo del segmento BAK 
è eguale a qualsisia angolo iscritto nell’altro 
segmento come per es. AXK, avendo entrambi 
la stessa misura j AK. 


Corollario 3 .° Tutti gli angoli iscritti nello Fig. ">7. 
stesso segmento , che, poggiano cioè sulla me- 
desima cprda, come per es. ACB, ADB, AEB, 

AFB, AGB, ec. sono eguali ; perchè ciascuno 
è misurato da j- AB. E la proposizione si c- 
stende agli angoli iscritti in eguali segmenti 
dello stesso circolo o di circoli eguali. All’in- 
verso poi tutti gli angoli eguali iscritti nello 
stesso circolo o in circoli eguali devono fra 
i loro lati comprendere archi eguali , essendo 
eguali le metà di questi archi come misure di 
angoli eguali. 

Corollario 4° Tutti gli angoli iscritti nel Fig. Tifi. 
semicerchio , come per es. ADB, AEB, AFB, ec. 
sono retti ; perchè ciascuno comprende fra i 
suoi lati la semicirconferenza, di cui la metà 
cioè ’l quadrante è la misura dell’angolo ret- 
to”. Gli angoli iscritti in un segmento mi- *a. I.» C<»r. 
nore del semicerchio sono ottusi , e quelli 
iipritti in un segmento maggiore del semicer- 
chio acuti , essendo nel x® caso l’arco compreso 
maggiore e nel a® caso minore della semicir- 


conferenza. 


III.® L'angolo eccentrico col vertice dentro 
alla circonferenza ha per misura la metà 
della somma de’ due archi , l’uno compreso 
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fra i suoi lati , c l'altro fra gli stessi lati pro- 
lungali al di là del vertice. 

Fig. 39 . Sia in i° luogo l’angolo eccentrico BAD a- 
culo, di cui si prolunghino i lati in G, F, e 
per mezzo di GE parallela a FD si jiduca al 
* 6 . V.° suo corrispondente BGE * iscritto misuieto dalla 
* IT.» metà dell’arco BE cioè da i (BD -}- DE) •; rua 

* 6. Vili.® gli archi DE, FG sono eguali *; dunque l’an- 

golo BAD ha per misura j (BD+ FG). Lo 
die cc. • 

Se poi si considera 'l’angolo eccentrico BAF 
ottuso, che non può ridursi ad angolo iscrit- 
to , allora si parte dal principio BAF = 180™ 

* 1 . in.® — BAD * = ì (3(ìo° — BD — FG), e siccome 

sottraendo dall’intera circonferenza i due archi 
BD , FG, rimane FB -f- GD , così si ottiene 
BAF = I (FB -f- GD). Lo che ec. 

IV . 0 L’angolo eccentrico col vertice fiori 
della circonferenza è misurato dalla metà 
della differenza de’ due archi compresi fra 
i suoi lati. 

Fig. fa. Sia in i° luogo l’angolo eccentrico BAD for- 
mato dalle due secanti AB, AD, e si tiri GE 
parallela a AD onde ridurre BAD al suo cor- 

* 6. V.® rispondente BGE * , che come angolo iscritto 

ha per misura i BE = i(BD — DE); se in 
vece dell’arco DE si sostituisce ’l suo eguale 
• 6. vili.® Gl *, si ottiene BAD misuralo da i (BD — - Gl). 
Lo che ec. 

Sia in a" luogo l’angolo eccentrico BAM for- 
mato dalla secante AB e dalla tangente AM. 
Tirando GL paralella a AM , si ha BAM == 
BGL == BL = i ( BM — LM ) ; e per ragione 
•f. Vili.® degli archi eguali LM, GM “ si deduce BAM 
= ì ( BM — GM ) ; lo clic ec. 
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Si consideri in 3* luogo l’angolo eccentrico 
MAM' formato dalle due tangenti AM , AM', 
che dicesi angolo circoscritto al circolo. Se 
si guida ME parallela a AM', si riduce MAM' 
al suo corrispondente TME, ch’è angolo del 
segmento misurato da j ME*; si ha quindi 
MAM' = iME=j(MEM' — EM') (MEM' 
— MM') *. Lo che ee. 

Scolio t."La proposizione fondamentale del- 
l’angolo al centro misurato dall’arco compreso 
fra i suoi lati* all’altra si riduce dell’angolo 
eccentrico dentro alla circonferenza; perchè i 
lati dell’angolo al centro prolungati compren- 
dono un arco. eguale al primo, e quindi la metà 
della somma de’ due archi corrisponde all’arco 
compreso. Di più l’angolo del segmento e ri- 
scritto comprendono un solo arco, perchè i loro 
lati prolungati non incontrano più la circonfe- 
renza . Onde si può stabilire la seguente espres- 
sione generale per la misura degli angoli ri- 
feriti alla circonferenza, ch’è la metà della 
somma o della differenza degli archi com- 
presi fra i loro lati e gli stessi prolungati , 
prendendosi la somma nel caso.del vertice den- 
tro o sopra la circonferenza e la differenza nel- 
l’altro del vertice fuori della circonferenza. 

Scolio i." La proprietà di avere per misura 
l’arco compreso fra i lati non si appartiene 
esclusivamente all’angolo col vertice al centro, 
e noi veniamo assegnando ’l luogo de’ vertici 
degli angoli , cui la medesima compete. Sia 
l’angolo ACB col vertice al centro G del circolo 
AEB, che ha per misura l’arco compreso AB; 
se pe’ tre punti A, G, B si fa passare la cjjr- 


Fig. 4.. 

* 1 .» 

* 6. Vili.» 
•a.II.* Scol. 


Fig 4 *. 
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* 7 - prohl. i. conferenza di un circolo *, l’angolo ACB vi re- 

sta iscritto, e tutti gli angoli iscritti nello stesso 
segmento come per es. ANB, AMB, ec. resul- 

* II.®Cor.3. tano eguali ad AOB 1 *, e quindi ciascuno di 

essi è misurato dall’arco oompreso AB, eh’ è 
appunto la misura dell’angolo al Centro ACB. 
In "questo caso adunque non si verifica la pro- 
•i.IV.°Scol posizione inversa * così espressa : se un angolo 
ha per misura Varco compreso fra i suoi lati , 
deve avere ’l vertice al centro del circolo* 
L’inversa poi rispetto all’angolo iscritto è vera, 
come si vedrà qui appresso. 

Fìg. 36. V.“ inverso. Se l’angolo DAK è misurato 

dalla metà dell’arco DK compreso fra i suoi 
lati , dev’ essere iscritto nel circolo , cui ap- 
partiene l’arco DK, cioè descrivendo l’intero 
circolo , deve questo passare pel vertice A. 

Imperciocché se ’l circolo passasse al di sopra 
o al di sotto del vertice A, l’angolo DAK sa- 
rebbe eccentrico dentro o fuori della circonfe- 
renza, ed avrebbe per misura 4 DK i 4 del- 

* III.®** IV- 0 l’altro arco compreso pure fra i suoi lati *, ciò 

eh’ è contro l’ipotesi; dunque ’l circolo deve 
passare per A. Lo che ec. 

Scolio. L'applicazione di questo teorema ha 
Fìg. 38. luogo spesso per l’angolo retto come per es. ADB, 
che dev’essere iscritto nel semicircolo di dia- 
metro AB. Ed in vero se sopra AB come dia- 
metro si descrive un circolo, cioè se dopo di 
avere diviso AB nel suo mezzo C si descrive 
col centro C e raggio CA il circolo, deve questo 
passare pel vertice D; giacché in simile caso 
l’angolo retto ADB comprende fra i suoi lati 
la seniicirconf. AMB, di cui la metà, eh’ è il 
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quadrante, gli serve di misura, e quindi deve 
essere iscritto ueii’altra semicirconferenza. 

Problema annesso al Cor. 4° del Teor. Il* 

Dal . punto A fuori della circonf. MNM' 
condurre la tangente alla stessa. 

Congiungendo il dato punto A e ’l* centro C 
del circolo colla retta AC, si descriva sopra 
AC preso per diametro un circolo, che inter- 
seca il primo ne’ punti M, M', cui dal punto 
A si tirino le rette AM, AM', che saranno tan- 
genti al dato circolo. Imperciocché conducendo 
i raggi CM, CM', si formano gli angoli retti 
CMA, CM'A * , e le rette AM,, AM' perpen- 
dicolari all’estremità de’ raggi sono tangenti *. 

Scolio. Due sono adunque le tangenti, che 
si possono guidare da un punto preso fuori del 
circolo; e noi proveremo nel seguito l’egua- 
glianza di- queste due laugeuli AM, AM'. (V. 
$ li. VI. 0 Scolio a. 0 ). 

§ 9. de’ triangoli. 

Definizione. 

Se i lati di un angolo qualunque A si ta- 
gliano in qualsisia modo con uua terza retta 
BC, viene a formarsi la più semplice delle fi- 
gure piane rettilinee *, di cui le tre rette de- 
finite AB, AC, BC si chiamano lati , che com- 
prendono i tre angoli co! vertici in A, B, C, 
c la somma de’ lati ne costituisce ’l perimetro. 
Questa figura per ragione de’ tre angoli fu detta 


F»g. 43. 


*U.° Cor. 4 
*5. II.» 


Fig- 44- 


* i. Def. 1 . 
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da’ greci rfiysrtov , e vi corrisponde nella no- 
stra lingua la parola triangolo. ■ 

Teoremi. 

l.‘In ogni triangolo ABC dev'essere ciascuno 
de ’ lati minore della somma degli altri due, 
o ciò eh* è lo stesso, uno qualunque de' lati 
per ès. BC minore della somma e maggiore 
della differenza degli altri due lati AB, AC. 

Giacche ogni lato corrisponde ad una linea 
retta e gli altri due lati ad una linea spezzata 
compresa fra gli stessi estremi, e si sa essere 
• t. Def. i. la linea retta più breve della spezzata *; il che 
dà i“ BC < AB 4 - AC , a" AB < BC 4- AC, 3* 
AC < AB -f- BC. Ora dalla a* ineguaglianza, 
trasponendo AC, si ricava AB — AC < BC; e 
cosi BC, elle per la i* ineguaglianza è minore 
della somma AB-f-AC, dev’essere maggiore 
della differenza degli stessi lati AB — AC. Si 
farebbe poi uso della 3* ineguaglianza nel caso 
di AB < AC, essa darebbe AC — AB < BC; e 
quindi si dice in generale BC più grande della 
differenza positiva degli altri due lati AB, AC. 
Il che ec. 

Fij;. 45. Scolio. Essendo due lati AB, AC eguali, il 
3° lato BC può essere eguale a ciascuno di 
essi: perchè si ha BC < aBC, ch’è la somma 
degli altri due lati, e>o, ch’è la loro diffe- 
renza; e questo triang. ABC con tutti e tre i 
iati eguali chiamasi equilatero. Nella stessa ipo- 

Fig. 4ii. tesi de’ lati eguali AB, AC, può ’l 3“ lato BC 
essere disuguale, purché sia minore di aAB cioè 
del doppio di uno de’ lati eguali ; c il ti'irfn.- 
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golo ABC con due lati eguali prende ’l nome 
di tuoaHgXris , isoscele , che significa a gambe 
eguali. Se poi i due lati AB,' AC sono disu- Fig. 44. 
guali, il 3 " BC può da ciascuno di essi diffe- 
rire, purché sia compreso fra i dite limiti della 
loro somma e differenza; e -il triang. ABC coi 
tre lati disuguali si dice <rx*Xrivòs, scaleno , che 
importa zoppo forse per la ragione die non 
vi lia mezzo di posarlo onde comparire a gambe 
eguali. Nel triàngolo equilatero o scaleno qua- 
llinqne lato può chiamarsi base, nel triangolo 
isoscele però si suole dire base il lato disu- 
guale. ! 

II." Qualunque triangolo è iscrittibile nel 
circolo , cioè pe' suoi tre vertici può sempre 
passare la circonferenza di un circolo , nel 
quale caso il triangolo si dice iscritto nel 
circolo e x l circolo circoscritto al triangolo. 

Perchè i tre vertici A, B , G del triangolo F*g- 47- 
corrispondono a tre punti non situati in linea 
retta , pe’ quali può sempre passare una cir- 
conferenza •*. - * 7. I,o 

Scolio. Giusta la nota costruzione si devono 
da’ mezzi di due lati qualunque per es. AB , 

BC condurre le perpendicolari sopra gli stessi, 
che col loro incontro danno il punto equidistante 
da’ tre A, B, C. Questo punto d’incontro come 
equidistante dagli estremi A e C del 3 U lato deve 
appartenere alla perpendicolare del mezzo di 
AC, che vai quanto dire la perpendicolare ab- 
bassata dal punto d’incontro sopra AC dev’essere 
al mezzo di AC *; per lo che si stabilisce in ge- '* 5 .Iir.Cor.« 
ne rate che le perpendicolari elevate da’ mezzi 
de’ tre lati di un triangolo qualunque coll- 
ii 

l 
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corrono in unico punto , eh’ è il centro del 
circolo circoscritto al triangolo. 

Corollario 1 ,° Gli angoli di un triangolo 
opposti a ’ lati eguali sono eguali , e recipro- 
Fig. 48. camente : così supponendo eguali i lati AB, AG, 

* i. Y.° resultano eguali gli archi sottesi * e le loro ri- 

spettive metà, ciré servono di misura agli an- 
*8. ilo g 0 [j *. dunque C e B devono essere eguali. 
All'inverso dall 1 ipotesi di C = B si deduce la 
eguaglianza degli archi AB , AC e delle loro 

* i. IH.» corde’, cioè de’ lati AB, AC del triangolo. Per 

lo che il triangolo equilatero è pure equian- 
golo, ed all’inverso ; gli angoli alla base del 
triangolo isoscele sono eguali , e reciproca- 
mente il triangolo con due angoli eguali è 
isoscele. 

Corollario s.° In qualunque triangolo al 
lato maggiore si oppone l’angolo maggiore e 
Fig. 47. reciprocamente : così supponendo AB > BC, si 

* 1. VI.® ha l’arco AB maggiore di BC * cioè a dire la 

metà di AB maggiore della metà di BC, e per- 
ciò l’angolo C maggiore di A; ed all’inverso 
essendo C > A, l’arco AB resulta maggiore di 
. , jy o BC, e ’l lato AB maggiore del lato BC *. 

III." La somma de’ tre angoli di qualunque 
triangolo è costante ed eguale a due angoli 
retti. 

Imperciocché iscrivendo ’l triang. ABC nel 
* 11.0 circolo *, ciascuno de’ suoi angoli ha per mi- 
*8. il.» sura la metà dell’arco compreso * ; e compo- 
nendo la somma degli archi BC -f- CA -f- AB 
l’intera circonferenza , ne conseguila che la 
somma de’ tre ang. A -j- B -f- C è misurala dalla 
semicirconferenza cioè equivale a due angoli 
* a.lI.° 5 'col. retti 
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Corollario ■i. a Conoscendo due angoli di 
Un triangolo o la loro somma B -f C, si de- 
termina il 3° ang. A, eh’ è il supplemento di 
B -f- C, essendo A -f- B + C.= i8o° o sia A = 
i8o° — (B — J— G) ; ed all’inverso la cognizione 
di un solo angolo per es. A ci porta a quella 
della somma degli altri due B-f- C = i8o" — A. 

Corollario 2." Prolungando qualsisia lato del 
triangolo per es. BA, si forma l'angolo estehio 
DAG eguale alla somma de ’ due angoli in- 
terni opposti B e C; perché DAC ha io stesso 
supplemento BAG * della somma B -f C. 

Corollario 3 .“ Il triangolo non può avere 
che un solo angolo retto come per es. A, nel 
quale caso ciascuno degli altri due ànguli de- 
v’essere acuto per ragion'e della loro somma 
B-f-C = 9 o°; e si dicono complementari gli 
angoli acuti, intendendosi per complemento di 
un angolo ciò che gli si deve aggiungere per 
divenire retto; la quale denominazione si estende 
a due archi , di Cui la somma costituisce un 
quadrante. 

Il triang. BAC coll’angolo retto si chiama 
rettangolo , il lato BC opposto all’angolo retto 
A si dice comunemente wrozeivaa * , ipotenusa 
cioè sottendente , e ciascun de’ lati A.B, AG 
x*0eros , cateto , che significa perpendicolare. 
Sebbene è da dirsi che la parola ipotenusa fu 
impiegata da Euclide per qualuuque lato di 
qualsisia triangolo come sottendente l’angolo op- 
posto 0 sotteso dallo stesso (V. prop. VI. lib.l®), 
ma quelli che vennero dopo forse per ignoranza 
del greco linguaggio, trovandola nell’ipotesi della 
prop. 47 lib. 1 per indicare la sottendente del- 


3.111.' Seni. 

\ 
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l’angolo retto, la limitarono a questo solo senso. 
Corollario 4 “ Non può esistere in un trian- 
Fig. 5o. gelo che un solo angolo ottuso come per es. A, 
dovendo ciascuno degli altri due esseie acuto, 
com’è chiaro dalla somma B + G < 90°; ed al 
triangolo coll’angolo ottuso si dà .’l nome di ot- 
tusangolo. 

Corollario. 5 .° Dovendo in' qualunque trian- 
golo esistere necessariamente due angoli acuti, 
non può variare che la specie del 3 “ angolo; 
se il 3° angolo è pure acuto, il triangolo si 
dice acutangolo. Si dà poi ’l nome generale di 
obliquangolo al triangolo, che. non ha angolo 
retto, cioè .all’ottusangolo ed acutangolo. 

Corollario. 6 .° Nel triangolo isoscele gli 
angoli eguali alla base devono essere acuti , 
come quelli che non possono essere retti o ot- 

* Cor. 5 e t\. tusi . -, 

Corollario 7 Essendo il triangolo isoscele, 
basta un solo angolo per conoscere ciascuno de- 
Fig. 46. gli altri due. Ed in vero s’è dato l’angolo di- 
suguale A, si ha B -f C 0 sia 2B — 1 80 A 

e quindi B = — = 9 ° — x A; se poi si 

conosce l’angolo B appartenente agli eguali, si 
ottiene A = 180°. aB. 

Corollario. 8 .° Essendo eguali gli angoli del 

• II.°Cor.i. triangolo equilatero", ne segue dover essere 

ciascuno di essi la 5 “ parte della somma o sia 
di due retti ; o ciò ch’è lo stesso, due terse parti 
di un retto che vai quanto a dire 6o°. 

Fi» 48 IV. 0 Za perpendicolare. AI abbassata dal 

45 vertice A del triangolo isoscele sopra la base 
BC divide in mezzo la base BC e l'angolo del 
vertice A. 
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Essendo 1 punto A della perpend. AI equi- 
distante dagli estremi B e C di B'C, ne segue 
dover essere AI perpendicolare al mezzo ili BC * ' 
cioè a dire BI = IC. In riguardo poi all’angolo 
del vertice si consideri ’l triangolo BAC iscritto 
nel circolo e si prolunghi. da perpend. AI in 
F. Questa divide in mezzo 1 J arco BFC * , e 
daHeguaglianza degli archi BF, FC quella si 
argomenta degli angoli iscritti BAF FAC * ; 
io che ec. • ; ..... , 

V ,° La perpendicolare abbassata dal vertice 
di un triangolo sopra ’l lato opposto , che si 
prende come base, cade dentro al triangolo , 
quando i due angoli alla base sono della stessa 
-, specie cioè a dire acuii; cade però fuori del 
triangolo , quando gli angoli anzi detti sono 
di specie diversa , e precisamente cade in un 
punto della base prolungata al di là del ver- 
tice dell’angolo ottuso . > . * 

Sia in a° luogo il triangolo ABC cogli an- 
goli alla base B e C tutti e due acuti. In 
^questo caso la perpendicolare di A sopra BC 
non può cadere in un punto di BC prolungata 
al di là di B come per es. in N ; perchè al- 
lora si formerebbe ’l triangolo A1SB coll’angolo 
retto ANB della supposta perpend. AN e col- 
l’angolo oftuso/ABN * supplemento dell’acuto* 
ABC, ciò ch’è assurdo *. Per la stessa ragione * 
ne tampoco può cadere la perpendicolare in un 
punto di BC prolungata al di là di C. Dunque 
la perpendicolare di A sopra BC dovrà com- 
prendersi fra Fpunti B e C o sia cadere den- 
, tro al triangolo. .. - > - • .. 

Sia in a° luogo il triangolo ABC' coHangoIo 


3.III°Cor. i 

* 4. III.» 

* 8. IL* 


Fig. Gt, 


2.m°scoi. 

IIPCOr. 4 . 
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in B ottuso , nel quale caso la perpendicolare 
non può cadere in un punto di BC' anche pro- 
lungata al di là di C', formandosi ’l solito’ trian- 
golo ANB assurdo; dunque la perpendicolare 
deve necessariamente cadere sopra BC' prolun- 
gata al di là di B. Lo che ec. 

Scolio. Nell’uno e l’altro caso la perpendi- 
colare è AD dentro al triangolo ABC e fuori 
5. Probi. 3. di ABC', che si costruisce cdl noto metodo*; 

ma qui si tratta di definirne la posizione dietro 
la semplice notizia della specie degli angoli 
alla base indipendentemente dalla particolare 
costruzione, ciò che molto interessa il geome- 
tra. , 

VI. 0 In qualunque triangolo le tre perpen- 
dicolari abbassate da * vertici sopra i lati op- 
posti si tagliano nello stesso punto. 

Fìg. 49- La proposizione* è chiara pel triangolo CAB 
rettangolo in A , in cui i cateti BA , CA dc- 
1 notano le perpendicolari de’ vertici B, C so- 
pra i lati opposti, e la 3“ perpendicolare AD 
ai A sopra l’ipotenusa incontra in A le prime 
due. 

Fìg. 5a. Sia il triangolo BAC acutangolo, da’ vertici 
B, C sopra i lati opposti AC, AB si condu- 
cano le perpendicolari BE , CF, che s’incon- 
trano in M , e dal vertice A per M si tiri la 
retta AMD; io dico essere questa retta AD per- 
pendicolare a BC. 

Si descriva sopra BC come diametro un se- 
micerchio, che per ragione degli angoli retti 
8,v.° Scol. BFC, BEC deve passare pe’ loro vertici F, E*; 

similmente sopra AM come diametro si descriva 
un cerchio, che al certo passa per gli stessi 
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punii F , E , essendo retti gli angoli AFM , 
AEM ; si conduca in fine la retta FE. Inforza 
ili questa costruzione si ha l’angolo CBE=CFE 
e CFE o sia MFE = MAE*, eh’ è quanto a 
dire l’angolo CBE o sia DBM = MAE. Onde 
i due triangoli R/DB , MEA hanno gli angoli 
BMD , EMA opposti al vertice eguali *, e gli 
angoli DBM, MAE pure eguali; dunque sono 
eguali i terzi angoli.MDB, MEA**; e quindi 
MDB a somiglianza di MEA dev’essere retto, 
o sia AD perpendicolare a BC. Così resta di- 
mostrato che le tre perpendicolari BE , CF , 
AD s’incontrano tutte nello stesso punto M 
dentro al triangolo. 

Sia ’1 triangolo BAC ottusangolo, si tiri dal 
vertice B dell’angolo ottuso la perpendicolare 
BE sopra AC, e dal vertice C la perpendico- 
lare CF sopra AB prolungato *. Queste due 
perpendicolari prolungale nel verso EB , CF 
devono concorrere in RI * ; perehè FM è per- 
pendicolare a FB , e BM obliqua fa l’angolo 
FBM = ABE acuto per ragione del triangolo 
BEA rettangolo in E *. Se dal vertice A si 
tira a M la retta AM, io dico dover esser AM 
perpendicolare al lato CB prolungato in D. 

Imperciocché descritti come sopra i circoli 
co’ diametri BC, AM, devono gli stessi passare 
pe’ punti F, E ; e tirando EF si ottiene l’an- 
golo MAF MEF e MEF o sia BEF = BCF 
cioè a dire MAF o sia DAB = BCF. Si ha 
di più l’eguaglianza degli angoli ABD , FBC 
opposti al vertice, e quindi l’altra ne conse- 
guita de’ terzi ang. ADB, CFB de’ due trian- 
goli BAD, BFC, cc. Lo che ec. 


*8U°Cor.3. 

* 3. V.® 

* III.°Cor.i. 

Fig. 53. 

* V.® 

* 6. II.® 

•Ili® Cor. 3. 
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PROBLEMA. 


Fig. 57. Sopra una data retta AB descrivere un 
segmento di circolo capace di un dato an- 
golo , cioè tale che tutti gli angoli iscritti 
nello stesso siano eguali al dato angolo. 

Fig. 3; bis Sia l’angolo dato LMN, di cui si prolunghi. 

il lato LM verso P, e si tiri a piacimento fi»*. 
MN e MP la retta MQ; si faccia poi al punì»* 

* a. Probi. A di AB l’angolo BAD = NMQ *, ed al puntò' 

B l’angolo ABD = QMP; i lati prolungali AD* 
e BD devono comprendere l’angolo ADB egualei 
ai dato LMN, essendo questi angoli i rispettivi». 

* III.°Cor. 1 supplementi delle somme eguali BAD -J- ABD 4 ' 
*a.III.°Cop. e N MQ + QMP * ; e se pe’ tre punti A, D, B 

* 7. Probi. i. S x f ;1 passare ’1 circolo *, tutti gli angoli iscritti 

nel "Segmento superiore resultano eguali ali’an- 

* 8.II“Cor.3. golo ADB * e quindi al dato LMN. Lo che ec. 

Scolio. Considerando la retta AB come corda 
di un arco di n gradi, si può descrivere ’l cir- 
colo, che soddisfa a questa condizione, il che 
si riduce a descrivere sopra AB il segmento 

capace dell’angolo ADB di ~ gradi; giacché 

l’angolo iscritto ADB ha per misura la metà 
*p. ir.® dell’arco AB*, e quindi l’arco AB dev’essere 
di n gradi. 

§ IO. DELLE PROPRIETÀ’ GENERALI DE’ POLIGONI. 

Definizioni. • 

i.*La figura rettilinea prende nome dal nu- 
mero degli angoli, cui corrispondono altrettanti 
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Iati o sia linee rette nel perimetro : la figura 
di quattro angoli fu detta da’ greci 7«TpoQ'u , vos, 
quadrangolo , che noi chiamiamo quadrilatero 
dal numero de’ lati, quella di 5 angoli irivr*- 
yacvoe , pet Ungono ; di 6 angoli s '^xyarvos, esa- 
gono; di 7 angoli sffrxyojvos, eptagono; di 8 an- 
goli óxrxyttvos , ottengono; di t) angoli syyia- 
yccvos, enne ago no; di :o angoli. àixacyovos , de- 
cagono ; di i x angoji è’vSéxxyxvos, endecagono , 
di 12 angoli SotSsxxyosvos, dodecagono , di io 
angoli rnvTeSsx.xyx.yos, pentedecagono oc. ed iu 
generale indicarono col nome di iroXuya-voj, po- 
ligono la figura di molti angoli. 

2. * Gii angoli d’ordinario si considerano nel 
verso della loro apertura cioè dalla parte con- 
cava, quindi racchiudono un arco minore delia 
semicirconferenza , cioè i loro valori si com- 
prendono fra o° e i8o°. Questi angoli si di- 
cono salienti , e ’l poligono con tutti gli angoli 
salienti si chiama convesso; ed in questa sorta 

di poligoni come 'nell’esagono ABCDEF ogni Fig: 54. 
lato come per es. BA prolungato forma l’an- 
golo esterno KAF supplemento deli’ interno 
BAF , e quindi esce fuori del poligouo. Una 
simile denominazione si estende in generale 
alle linee composte di varie rette , che si 
dicono convesse , quando ogni retta prolungata 
limi incontra le altre; e le linee convesse con- 
vengono colie curve convesse * nella proprietà * 5. 1. # Seal, 
«li non poter essere incontrate da quaiunquw 
retta in più di due punti. 

3. * Qualsisia retta condotta da un vertice al- 
l’altro del poligono come per es. AC, AD, Ali 
si dice diagonale. 

i) 
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4 -' Se poi ci piacesse di considerare gli an- 
goli nel verso opposto all’apertura cioè dalla 
parte convessa, essi resulterebbero più grandi 
di 1 8o° e precisamente si estimerebbero 36 o" 
meno lo stesso angolo preso dalla parte conca- 
va. Esistono de’ poligoni con sì fatti angoli, come 
*-i s . 55 e 56 . è per es. ABCDE ec., che due ne presenta in 
BeD, cui per la loro posizione si dà ’l nome 
di angoli rientranti , e tale poligono si dice ad 
angoli rientranti. Se si prolunga un lato qua- 
fr'o- 55 . lunque dell’angolo rientrante come per es. AB 
in /, questo certamente entra dentro al po- 
ligono, e forma l’angolo /BC esprimente l’ec- 
cesso del dato angolo rientrante sopra 180% 
che può dirsi il suo supplemento negativo: di- 
fatto descrivendo un circolo col centro in B , 
si ha l’angolo rientrante ABC espresso dall’arco 
min maggiore della semicirconferenza, il quale 
arco eguaglia l’intiera circonferenza diminuita 
dell’arco mn misura dell’angolo saliente B , 
cioè si ha ABC = 36 o a — B, da cui sottraendo 
/BC= 180° — B, rimane ABC — /BC= 180 0 ; 
per lo che il supplemento dell’angolo rientrante 
3 Go° — B corrisponde negativo, esprimendosi da 
— (180 0 — B ). 

Teoremi. 

I.° Qualunque poligono convesso può scorna 
porsi in un numero di triangoli corrispondente 
a quello de ’ suoi lati meno due , tirando le 
diagonali da un vertice a tutti gli altri. 
l'ig. 54. Sia per es. l’esagono ABCDEF, in cui dallo 
stesso vertice A si guidino le diagonali AC , 
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AD, AE, che lo scompongono ne’ quattro trian- 
goli ABC; CAD, DAE, EAF; ed in generale 
nel caso del poligono di un numero n di lati, 
avendo riguardo che nella serie de’ triangoli 
il primo e l’ultimo comprendono ciascuno due 
lati del poligono e gli altri un lato, s’intende 
dover essere n — a il numero de’ triangoli, in 
cui si scompone ’l poligono. Lo che ec. 

II. ° La somma degli angoli di un qualun- 
que poligono convesso è eguale a due angoli 
retti presi tante volte quanti sono i lati del 
poligono meno due. 

Imperciocché scomponendosi ’l poligono di 
n lati in n — a triangoli, la somma S degli 
àngoli del poligono resulta da quella degli an- 
goli di tutti i triangoli; ma in ogni triangolo 
si ha la somma determinata di due retti * o * 9. Ili * 
sia di t8o°; dunque ne resulta la somma to- 
tale A’=i8o" (n — a). Lo che ec. 

• Scolio. La proprietà del triangolo di avere 
costante la somma de’ suoi angoli si estende in 
generale a qualunque poligono, come .quello che 
è formato da triangoli ; qualùnque sia la con- 
dizione de’ lati , purché non venga a variare 
il loro numero, costante si mantiene la somma 
de’ suoi angoli. Assegnando poi ’l ^particolare 
valore di n, si determina la somma degli an- 
goli del particolare poligono: così per n = 4 
si ottiene S = 180° (4 — 2) = 180° x a=* 36 o% 
ch’é la somma degli angoli di qualunque qua- 
drilatero; per il pentagono n= 5 somministra 
S — 180" x 3 = 54 o"; per l’esagono n = 6 dà 
S = i8o p X 4 = 7 a °; ec. 

III. " La somma degli angoli esterni di un 


Digitized by Google 



(W 

qualunque poligono convesso formali dal pro- 
’ lungamente de’ suoi lati nel medesimo verso , 

cioè a dire la somma de ’ supplementi degli 
angoli interni è costantemente eguale a quat- 
tro angoli retti. 

Prolungando i lati* BA in K, AF in H, FE 
in I, cc. si formano gl i ri angoli esterni KAF, 
HFE , 1 ED , ec. che sono i rispettivi supple- 
menti degl’interni adiacenti BAF, AFE, FED, 

* a. ili. 0 re. * cioè si ha KAF -f BAF=i8o 0 , HFE 

+ AFE= i8o°, lED-pFED= j8o°, ec.; onde 
la somma di queste n coppie o sia la somma 
degli angoli interni ed esterni si esprime da 
180" X n. Se da questa somma totale si sottrae 
’ 110 quella degli angoli interni, ch’è 180° 

= 180° X n — 36 o" , rimane la somma degli 
angoli esterni espressa da 180° X n — 180° X n 
-j- 3 Go° = 36 o° (Alg. n.° 18). Lo che ec. 

Scolio. Sebbene nella Geometria si tenga 
coiaio de’ soli poligoni convessi, pure è giusto 
di notare che i teoremi II e 111 convengono 
ancora a’ poligoni con angoli rientranti, riguar- 
dando l’angolo rientrante come maggiore di due 

* I>r 4 - retti e ’l suo supplemento come negativo *. Ed 

in vero essendo dato ’l poligono di n lati con 
r angoli rientranti, si devono congiungere i due 
lati di ogni angolo rientrante con una retta e 
, : S- formare per es. il triang. ABC, di cui di- 
ciamo base ’l lato AC opposto al vertice B del- 
l’angolo rientrante. Così ad ogni due lati AB, 
GB di ciascun angolo rientrante B se ne sosti- 
tuisce un solo AC, e si forma ’l 2 0 poligono 
ACEFGH con n — r lati cioè con r lati di 
meno, che per caso resulta convesso. Se il a° 
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poligono è pure ad angoli rientranti in numero 
di r, si congiungono al solilo i due lati AC', 
EC di ogni angolo rientrante C, formando' il 
triangolo ACE di base AE, e così ne proviene 
il 3° poligono AEFGH convesso di n — r — s 
lati ; e collo stesso metodo si deve procedere 
nel caso del 3° poligono ad angoli rientranti^ 
finche si perviene ad un poligono convesso, di 
cui si stabilisce la somma degli angoli giusta 
la nota formula. Dovendo poi passare all’inverso 
dall’ultimo poligono convesso al penultimo rien*- 
frante, ec. si considera ’1 triangolo relativo ad 
ogni angolo rientrante come per es. il triangolo 
ACE, di cui si rigettano gli angoli alla base 
AE non appartenenti al poligono rientrante, 
cioè dalla somma stabilita si sottrae 1 8o° — C ‘ 
e vi s’include l’angolo rientrante C'. espresso 
«la 3Go° — C“; lo «die si riduce ad aggiungere 
36o° — C — ( 1 8o° — C) = 1 8o° pen ogni an- 
golo rientrante, e Io stesso si deve praticare nei 
successivi passaggi. Per lo che partendo per 
es. dal 3" poligono convesso di n — r — ■ -s lati, 
cui compete Ja somma t8o" (n — r — s — a)*, 
si ottiene pel a° poligono a a angoli rientranti 
la somma i8o° («■ — r — r - — a) -|- j8o“ X s 
— >8o° ( n — r —r a) competente al numero 
n— r de’ suoi lati; e da questa formula quella si 
deduce del i° poligono a r angoli rientranti, ciré « 
i8o° (n — r — a) -f 180? Xr=i8o° (n-,a) 
conformemente all’enunciatione del teorema II. 

In riguardo poi a’ supplementi si rifletta , òhe 
gli angoli alla base di ciascun triangolo rela- 
tivo ad angolo rientrante , non facendo parto 
del poligono cui si fa passaggio, si devono ag 


Fig. 56. 
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Fig. 55. giungere a’ supplementi; così l’ang. BAC an- 
menta ’l supplemento di BAH, BLA di BCD, 
e quindi la somma de’ supplementi cresce da 
una parte di i8o° — B. Siccome però si deve 
tener conto del supplemento negativo dell’an- 
* Def. 4- golo rientrante cioè di — (i8 o° — B) *, così 
. ì’anzidetta somma si diminuisce dall’altra parte 
della stessa quantità, e niente si deve aggiun- 
gere nel passaggio da poligono a poligono per 
conto degli angoli rientranti. Dunque la pri- 
mitiva somma di 36o° , che si appartiene al 
* poligono convesso * , rimane costante pe’ suc- 
cessivi poligoni rientranti, cioè a dire in qual- 
sisia poligono rientrante la somma de’ supple- 
menti de’ suoi angoli è 36o° , intendendosi la 
"' !■ somma nel senso algebraico rispetto a’ supple- 
menti negativi (Algebra n. # 19). 

§41. DELLA SIMILITUDINE ED EGUAGLIANZA 
i de' TRIANGOLI. 

ì « « 

■ I 

Definizioni. 

fi t • 

/ 

1. * Due triangoli rispettivamente equiangoli 
sì dicono simili, e per questo basta di avere 

F'g- 57. due angoli rispettivamente eguali cioè A = D, 
B = E; giacché devono essere necessariamente 
9.III°C«-. i eguali i tèrzi angoli C e F “ , e nel caso dei 
triangoli rettangoli è sufficiente l’eguaglianza 
9.III°Cor.3 di un solo angolo acuto*. 1 lati opposti agli an- 
goli eguali si chiamano omologhi , e giusta la 
presente ipotesi, i lati omologhi sono BC e EF, 
AC e DF, AB e DE. 

2. * Due. triangoli si dicono eguali , quando 
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sono rispettivamente equilateri ed equiangoli, 
cioè a dire quando soprapposti l’uno all’altro 
perfettamente coincidono. Così essendo eguali 
1 iati BC e DF, CA r FE, AB e ED, e gli Fig. 58 . 
angoli B e D, C e F, A e E, i triangoli BAC, 

DEF sono eguali; sebbene alcune di queste 
condizioni siano nelle altre comprese , come 
vedremo qui appresso. E nel caso dell’ egua- 
glianza si chiamano pure omologhi gli angoli 
opposti a’ lati eguali ed i lati opposti agli an- 
goli eguali. 

j 

Teoremi. 

I.° Due triangoli co ’ lati rispettivamente 
paralleli sono simili , e i lati paralleli corri - 
spondono omologhi. 

Siano ne’ due triang. ABC, DEF il lato Fig. 57. 
AB parallelo a DE, BC a EF, CA a FD; in 
forza di questa ipotesi resultano eguali gli an- 
goli A e D, C e F, B e E co’ lati rispettiva- 
mente paralleli e diretti nel medesimo verso’, * 6. VII.* 
ed agli angoli eguali A e D si oppongano i 
lati paralleli BC e EF, ec. Dunque i due trian- 
goli sono simili ’, ec. * Def. 1. 

Scolio. I lati, che coincidono, come AC e F'S- 5 y. 
DF, 0 che sono nella stessa direzione come D'F' 
o AF" posto nei proluugamento di AC, si pos- 
sono riguardare come paralleli; perchè le rette 
parallele ravvicinate, conservando sempre ’l pa- 
rallelismo cioè restando sempre perpendicolari 
alla stessa retta, devono finalmente coincidere*. * 3 - 
.Onde in r° luogo ’l caso de’ due triang. ABC, 

DEF co’ lati AC e DF coincidenti e cogli altri 
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due lati AB « BC rispettivamente paralleli a 
DE c EF all’ enunciazione del teorema si ri- 
duce, o sia gli anzidctti triangoli sono simili, 
i e propriamente gli ang. A e D, C e F resul- 
V. 8 tano eguali come corrispondenti *. Lo stesso ha 
luogo pe’ triaug. ABC, D'E'F' co’ lati AC, 
D'F' nella stessa direzione e co’ lati paralleli 
AB e D'E', BC e E'F', di cui gli ang. A e D', 
C e F' sono pure corrispondenti. In 2 ° luogo 
i triangoli ABC, AF"E" co’ lati AE", AF" in 
continuazione di AB, AC, e co’ terzi lati E"F'', 
BC paralleli sono simili, come quelli che danno 
eguali gli angoli alterni — interni E" e B, F" 
fio. e C. Inoltre ) triangoli BDE, BAC co’ due 
lati coincidenti BD e BA, BE e BC, e co’ terzi 
lati DE e AC paralleli sono simili, avendo 
V.° eguali gli angoli corrispondenti D e A, E e C*; 
e se si tirano varie parallele DE, FG, III, ect 
alla base AC del triaug. BAC, i triangoli così 
formati BDE, BFG , Bill , ec. resultano simili 
fra loro e con BAC, come quelli che hanno 
due lati coiucideuti e i terzi lati paralleli, com- 
prendendosi tutti questi casi ncU’cnuuciazione 
del teorema. 

II. “ Due triangoli co ’ lati rispettivamente 
perpendicolari sono simili , e vi corrispondono 
omologhi i lati perpendicolari. 

Per intendere questa enuuciazione è da sa- 
persi che un lato può essere ad un altro per- 
pendicolare senza incontrarlo, purché prolun- 
gato lo intersechi ad angolo retto; e tale è il 
6«- caso de’ due triaug. ABC, abe, in cui ac pro- 
lungato è perpendicolare a AC, ba a BA , e 
cb a CB. Possono a dire ’l vero i triangoli coi 
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1 lati perpendicolari avere delle situazioni rela- 
tive diverse da quella della figura 6t , ina la 
nostra dimostrazione è generale, e consiste nel 
ridurre ’l presente caso all’altro de’ lati paral- 
1 leli contemplato nel teor. I." 

Ed in vero considerando iscritto nel circolo * * o U • 
uno de’ triangoli coinè per es. ABC , si fao- Fìg. O2. 
eia lo stesso rivolgere intorno al centro in modo 
ehe ciascuno de’ suoi vertici descriva un qua- 
drante; io dico che i lati del triangolo in que- 
sta nuova posizione devono essere rispettiva- 
mente perpendicolari a quelli della primitiva 
posizione. 

Si tratti in i° luogo del lato AB, che sot- 
1 tende l’arco maggiore del quadrante, nel quale 
1 caso il vertice A, descrivendo ’l quadrante A<i, 
deve passare nel punto a compreso fra A e B; 
il punto B descrive ’l quadrante B b, passaudo 
in b ; c così ’l lato AB prende la posizione di 
ab. Ora l’ang. auA. eccentrico dentro al circolo 
1 è misurato da i ( An + B6 )* cioè da un qua- *8. III.» 
1 tirante, essendo Aa = Bb = 90° ; dunque l’an- 

1 golo auA. è retto, o sia ab è perpendicolare 

a AB. La stessa dimostrazione si può replicare 
per qualunque lato del triangolo che sottende 
un arco maggiore di 90®. 

Se poi esiste qualche lato come per es. BC, 
che sottende un arco minore del quadrante : 
allora ’l punto B passa in b al di là di C, de- 
scrivendo l’arco Bò = 9o°; e ’l punto G in c, 
descrivendo Cc = 9o“. In questa guisa ’l lato 
BG passa in bc , e fa d’ uopo prolungare BC 
, -c bc per aver luogo ’l loro incontro in ni; 
per lo che si forma l’angolo eccentrico fuori 

io 


ed bv 


del circolo Bmc = i(BaAc — C b')*. E sic- 
come l’arco BC&c resulta dalla somma dei 
due quadranti B b , C c diminuita di C b ; così 
l'arco BaAc supplementario all’intera circon- 
ferenza dev’essere due quadranti più Cb , e 
quindi BaAc — C b corrisponde esattamente a 
due quadranti. Onde l’ang. Bmc è retto, cioè 
a dire ’l lato bc prolungato incontra perpen- 
dicolarmente ’1 lato BC pure prolungato; ed 
una simile dimostrazione si può tessere per 
qualunque altro lato del triangolo, che sottende 
un arco minore di qo u . Qualsisia adunque la 
specie degli archi sottesi da’ lati del triangolo 
ABC, può lo stesso passare dietro un quarto 
di rivoluzione comune a’ suoi tre vertici nella 
posizione abe co’ lati rispettivamente perpen- 
dicalari a’ primitivi, cioè ab a AB, bc a BC, 
ac a AC. 

Ora se ’i lato AB può divenire perpendico- 
lare allo stesso AB, egli è chiaro che dev’essere 
allora parallelo al lato ab, essendo tutti e due 
perpendicolari a AB * nella primitiva posizione. 
Lo stesso si dica degli altri lati; e cosi l’ipo- 
tesi de’ triangoli - co’ lati perpendicolari all’altra 
si riduce de’ lati paralleli, che dà la similitu- 
dine de’ triangoli * , essendo omologhi i lati 
perpendicolari, che divengono paralleli. 

111.° Due triangoli sono eguali , allorché 
hanno due lati e l’angolo compreso rispetti- 
vamente eguali. 

Siano i due triangoli BAC, DEF, che ab- 
biano BA = DE, CA= FE, e l’angolo A = E; 
io dico che sono eguali gli angoli omologhi C 
e F, B e D, e i lati BC e DF. 


Digitized by Google 


• • • • • • • 
Facendo coincidere i lati eguali BA e DE, 

per ragione degli angoli eguali A e E deve 
il lato AG cadere sopra EF * , e per ragione • Dei: i. 
de’ lati eguali AC e EF il punto G sopra F; 
dunque ’l lato BG si confonde con DF *, e tutto * i.DeC. i. 
il triangolo BAC con DEF, da cui ne seguono 
l’ eguaglianze sopra enunciate o in altri ter- 
niini l’eguaglianza de’ due triangoli “. • Del. i. 

IV." inverso. Due triangoli sono eguali > 
allorché hanno due angoli e ’l lato compreso 
rispettivamente eguali. 

• Sia B = D, C — F, BC = DF; io dico es- 
sere eguali i lati omologhi CA e FE , BA e 
DE, e gli angoli A e E. 

Mettendo BC sopra ’l suo eguale DF , per 
l’eguaglianza degli angoli B e D deve BA ca- 
dere sopra DE cioè ’l punto A sopra un punto 
«li DE, e per l’altra eguaglianza di C e F il 
lato GA sopra FE o sia il punto A sopra un 
punto di FE; il punto A adunque deve nello 
stesso tempo trovarsi sopra DE e FE, e quindi 
corrispondere in E, ch’è ’l solo punto comune 
fra DE e FE ‘. In questa guisa coincidono per- * i. I)ef. «. 
nettamente i due triang. BAC, DEF, ee. 

Scolio. Questa proposizione è suscettibile di 
maggiore generalità, e si può in vece dell’egua- 
glianza de’ lati compresi BC e DF supporre 
quella di due liti omologhi qualunque come 
per es. di BA e DE: perchè nella condizione 
dell’eguaglianza rispettiva de’ due angoli B e C 
con D e F implicitamente l’altra si racchiude 
del terzo ang. A = E *, e quindi BA e DE re-*9.ni°Cor. r. 
sultano lati compresi, ec. ciò che dà la coin- 
cidenza de’ triangoli. Onde in generale due 
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triangoli sono eguali , quando hanno due an- 
goli ed un lato qualunque omologo rispetti- 
vamente eguali. 

V. ® Due triangoli rispettivamente equila- 
teri sono eguali. 

Sia BA = DE, CA = FE, BC= DF; io dico 
die gli angoli omologhi C e F, B e D, A e 
E sono eguali. * 

S’immagini ’l lato BC soprapposto all’eguale 
lato DF*. allora i lati eguali BA, DE co’ punti 
estremi B, D coincidenti rappresentano due raggi 
dèi medesimo circolo, cioè a dire se col centro 
D e raggio DE si descrive una circonferenza, 
è giocoforza trovarsi ’l punto A sopra la stessa; 
e per una simile ragione , posti eguali i lati 
CA, FE il punto A estremità di CA deve cor- 
rispondere sopra la circonferenza di centro F 
e raggio FE ; il punto A adunque dev’essere 
nello stesso tempo sopra le due circonferenze 
cioè in un punto comune delle stesse. Ora le 
circonferenze non possono avere che due punti 
!•* comuni *, di cui l’uno è E, e l’altro è posto 
al di sotto di DF alla medesima distanza di 
•1° E *, che resta escluso per la sua posizione, do- 
vendo cadere A al di sopra di DF. Per lo che 
il punto A coincide col punto d’intersezione E, 
i due triangoli si confondono, ec. 

VI. 0 Due tran goti , che hanno due lati 
ed un angolo omologo rispettivamente egua- 
li , sono eguali nel caso degli altri due an- 
goli omologhi della stessa specie , disuguali 
in quello degli angoli anzideiti di diversa 
specie , e resta dubbio 7 caso , quando non 
si conosce la specie di questi due angoli. 
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Per Sviluppare questo teorema è necessario 
distinguere vari casi, che tutti poi si compren- 
dono nella superiore enunciazioue. 

i Caso. I due triangoli ABC, abc, che Fi*. 65 . 
hanno AC = ac, CB = cb, A = a , sono eguali 
nella supposizione dell’angolo A retto. 

Imperciocché il lato ac deve coincidere col 
lato eguale AC, e per l'eguaglianza degli an- 
goli A, a il lato ab deve prendere la direzione 
«rii AB o sia il punto b trovarsi sopra AB; di 
più i lati eguali cb , CB co’ punti estremi 
c , C comuni corrispondono a due raggi del 
medesimo circolo , cioè ’l punto b deve tro- 
varsi sopra la circonferenza di centro C e rag- 
gio CB; e quindi sarà certamente b in un punto 
comune alla retta AB ed alla circonferenza. 

Ora questa circonferenza seca la retta AB in 
due punti equidistanti dal piede della perpen- 
dicolare abbassatavi dal centro C * , che nel *^5. i .• 
presente caso è CA; e siccome uno de’ punti di 
intersezione è B, così si determina l’altro E, 
prolungando BA alla distanza AE = AB. Il 
punto E resta escluso per là sua posizione, cor- 
rispondendo b a destra di AC; dunque b cade 
in B i due triang. ABC, abc coincidono, e 
sono eguali. 

2.* Caso. Posti gli stessi dati di sopra , 
se l’angolo A è ottuso , i due triangoli sono Fig. 64. 
eguali. 

Volendo determinare il a" punto d’interse- 
zione della retta AB e del circolo di centro 
C e raggio CB si consideri la perpendicolare 
da C sopra AB; che per ìagione dell’angolo 
ottuso A cade nel prolungamento di BA al di 
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* 9 V.» là di A’, e si rappresenti da CD; e prendendo 

DE = DB, il punto E denota ’l a° punto d’in- 
tersezione, che si esclude pel suo posto, il 
punto b cade adunque in B, i triangoli coin- 
cidono, ec. 

Fig. 65. 3.° Caso. Se Vangalo A è acuto e ’l lato 

opposto CB > AC, i due triangoli sono eguali. 

In questo caso la perpend. CD cade dentro al 

* 9 - V.° triangolo*, e’IlatoCB come più grande di AC 

dev'essere a maggiore distanza del piede D 

* 3. Y.® della perpendicolare*, cioè si ha DB > DA. 

Quindi se si prende DE=DB, il i° punto 
d’iulersezione E cade al di là del triang. ABC, 
c si esclude come ne’ casi precedenti;, dunque 
b coincide con B, ec. 

Fig. 66. ^.° Caso. Se l’angolo A è acuto e ’l lato 

opposto CB < AC, non si può con questi soli 
dati definire l’ eguaglianza o disuguaglianza 
de’ due triangoli , e questo si addita ,col no- 
me di caso dubbio. 

' Conciossiachè la perpendicolare CD cade den- 
tro al triangolo più distante da AC che da CB, 
cioè si ha DA > DB; e prendendo DE = DB , 
il a° punto E d’intersezione è compreso fra A 
e B, che non si può escludere, essendo posto 
allo stesso lato di AC, in cui si trova ’l i* 
punto B. In questa guisa resta in dubbio se 
il 3" vertice dell’altro triangolo cade in B o 
pure in E, cioè a dire se i due triangoli coin- 
cidono totalmente o no. 

Per togliere l’ambiguità fa d’uopo conoscere 
la specie degli altri due angoli omologhi op- 
posti a’ lati eguali AC,' ac, come si vede nei 
segueoti N.* 
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N* i .* Se .gli angoli opposti a’ lati eguali 

AC, ac sono della stessa specie cioè tutti e 
due acuti o pure ottusi , i triangoli resultano 
eguali. 

Siano i due triang. ABC , abc cogli angoli 
B', b ambidue acuti. Formandosi il triangolo 
isoscele CEB , devono i suoi angoli alla base 
CBE, CEB essere tutti e due acuti *, e quindi *g.III°Cor.6 
l’ang. CEA è ottuso come supplemento di CEB*. *a.in°S«ut. 
Ora l’angolo acuto b non può coincidere col- 
l’ottuso CEA , ciò che avrèbbe luogo cadendo 
b sopra E; così resta escluso ’i punto d’inter- 
sezione E, e quindi b coincide con B, il trian- 
golo abc con ABC, ec. 

Se poi si suppongono i due triang. ACE , 
ace cogli angoli in E , e ambidue ottusi , il 
punto e non può cadere in B per l’impossibi- 
lità di combaciare l’angolo ottuso aec coll’a- 
cuto B ; e coincidendo e con E , i due trian- 
goli ACE, ace si confondono, ec. 

N.° 2. 0 Se i due triangoli sono ABC, aec 
cogli angoli B, aec di differente specie cioè -, . 
il 1° acuto e 7 2 ° ottuso ì gli anzidetti trian- 
goli resultano disuguali. 

Perchè ’l punto e, come quello che non cade 
in B per la diversa specie degli angoli , cor- 
risponde certamente in E; e ’l triang. aec viene 
rappresentato da AEC, ch’è disuguale con ABC. 

La condizione dell’eguaglianza stabilita nel 

N. ° i° di questo 4° caso conviene a’ casi pre- 
cedenti: giacche essendo nel i° caso retto l’an- 
golo À=;a e nel a" ottuso, gli altri due B, 6Fig.63.64.65 
devono essere acuti * cioè della stessa specie ; *g.III».Cor. 
mentre nel 3° caso per ragione di CB > AG ^ e b 
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* 9 .U»Cor.a. si ha l’angolo acuto A > B", e quindi a fortiori 
B è acuto, valendo lo stesso raziocinio per A, 
o sia gli ang. B, b resultano ambidue acuti. 
Per lo che raccogliendo tutti questi casi , ne 
proviene l’enunciazione generale del teorema 
simile a quella del N.° 1 “ del 4° caso rispetto 
all’ eguaglianza ed all’altra del N.° a 0 per la 
■' disuguaglianza; e ’l caso dubbio corrisponde 
f . all’enunciazione precisa del 4 caso. t 

Scolio, i .° Egli è vero che l’eguaglianza o 
disuguaglianza de’ triangoli dipende dalia specie, 
degli altri due angoli omologhi; ma ne’ primi» 
tre casi la loro specie acuta si argomenta da*,' 
dati, e quindi si pronunzia con certezza l’e-' 
guaglianza de’ triangoli; quando nel 4° caso 
deve oltre a’ dati avere la notizia della specie 
de’ due angoli anzidetti per conchiudere se i 
triangoli sono eguali o disuguali ; e si è la 
mancanza di questa notizia che costituisce pro- 
priamente ’l caso dubbio. 

Scolio a. 0 Qui viene il destro di provare 
Fìf. 43. in i° luogo che le due tangenti AM, AM' gui- 
date dal punto A. fuori del circolo sono egua- 
li: perchè si formano i due triang. A5lC , 
AM'C col lato comune AC, co’ lati CM e CM' 

*8!f»Cor.4. eguali come raggi, e coll’ang. M = M' = go° * ; 

•VI 0 ! 8 caso i due triangoli adunque sono eguali *, e se ne 
deduce AM = AM'. (V. § 8. Probi, annesso ). 
Ed a questo proposito si noli che si può fis- 
sare la posizione de’ punti di contatto M, M' 
rispetto al diametro DE guidato perpendicolar- 
mente alla linea che unisce ’l punto A e ’l cen- 
tro C. Questo diametro dev’essere fuori de’ due 
Lriang. AMC , AM'C rettangoli in M , M' , 
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appunto come -lo rappresenta la figura , c ciò . 
per ragione degli ang. MCA, M'CA esse lilial- 
mente acuti % -onde i punti M, M' devono es- ’q.IIPCui-.S 
sete nella semicirconferenza definita da DE 
e rivolta al punto A dónde partono le tangen- 
ti. La retta poi MM', che unisce i due punti 
«li contatto M, M', resulta perpendicolare a AG, 
ed è divisa in mezzo nel puuto 0, o ciò eh’è 
io stesso AC è perpendicolare a MM' nel suo 
mezzo O, perchè ognuno de’ punti A e G è equi- 
distante dagli estremi M e M' *. Cosi le due *3.1ll°Cor.i 
rette MM', DE vengono ad essere parallele *, * (i. I.® 
e la perpendicolare comune CO ne misura la 
distanza costante *. * ti. IV.® 

Si può in 2 “ luogo provare che le corde 
eguali DA, KX devono essere equidistanti dal I *g- -in- 
centro G ed all'inverso. Si tirino a quest’ og- 
getto dal centro G le due perpend. GM , CN 
sopra le corde DA, KX, che ne restano divise 
in mezzo *, e quindi le loro metà DM, KN- * 4- I-° 
sono eguali. In questa guisa i due triangoli 
rettangoli CMD, GNK resultano eguali * per *VI®I°oa*) 
ragioue di CD = CK e DM = K1N , e danno 
eguali i lati omologhi CM, CN cioè le distanze 
delle corde dal centro G. All’inverso supponendo 
CM = CN o sia le due corde DA, KX equi- 
distanti dal centro G, devono queste corde es- 
sere eguali; perchè si verifica pure ’l caso di 
eguaglianza de’ due triangoli rettangoli CMD, 

GNK, che hanno CD = CIv e GlM = CN, dai 
quali si deduce DM = KN, e quindi aDM = 
aKN o sia DA = KX. 

In 3 1 * luogo col teorema testé dimostrato va 
connesso 'l’altro delle corde disuguali, eli’ è il 

1 1 
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seguente: se le due corde AD KZ sono disu- 
guali , la minore KZ dev'essere a maggiore 
disianza dal centro C, ed all'inverso. Imper- 
ciocché essendo l’arco KZ minore di DA *» si 
prenda l’arco KZX = DA; si conduca la corda 
KX, che resulta eguale alla corda DA *; e dal 
centro G si tirino le perpend. CM sopra DA, 
CN sopra KX, e CO sopra KZ, che interseca 
KX in I. Ora si ha evidentemente CO > CI , 
e per ragione di CI > CN * si deduce afortiori 
CO>CN, o ciò ch’è lo stesso CO>GM, es- 
sendo giusta ’l teorema di sopra CM = CN. Se 
poi ci piacesse di supporre all’inverso la di- 
stanza CO > CM , la corda KZ non potrebbe 
essere eguale a DA, nel quale caso si avrebbe 
CO = CM; nè tampoco maggiore di DA, il 
che darebbe CM> CO; dunque sarà giocoforza 
di ammettere KZ < DA cioè la corda più di- 
stante dal centro minore dell’altra meno distan- 
te. (V. § 1 . VI. 0 Scol.). 

VII.® Se due triangoli hanno due lati ri- 
spettivamente eguali e gli angoli compresi di- 
suguali , i terzi lati sono disuguali, ed all'an- 
golo maggiore si oppone ’l lato maggiore. 

Sia ne’ due triang. BAC , DEF il lato AB 
= ED, AC = EF, e 1 aug. A > E; io dico es- 
sere BC > DF. 

Ponendo EF sopra AC, il lato ED cade in 
AH dentro all’ angolo BAC ch’è maggiore ili 
E, c ’l triang. DEF si rappresenta in 11AC. 
Ora si ha BO + AO > AB *, CO + HO>HC, 
che sommate danno BO -}- CO -f- AO + IK)> 
AB + 1IC o sia BC -f- All > AB + IIC; c sot- 
traendo le quantità eguali All, AB, resta BC 
> IIC o ciò ch’è lo stesso BC > DF. 
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Se '1 punto II corrisponde sopra BC, si ha 
evidentemente BC > HC o DF ; c nel caso eli 
essere H dentro al triang. BAC la nota disu- 
guaglianza AB -}- BC > AH + HC * mercè la 
sottrazione delle linee eguali AB e AH sommi- 
nistra pure BC > HC. Lo che ec. 

Vili.® inverso. Se i due triang. BAC, DEF 
hanno rispettivamente eguali due lati cioè AB 
= ED, AC = EF, e II terzo lato BC > DF , 
l’angolo A opposto a BC nel t° triangolo 
sarà maggiore dell’omologo E. 

L’ang. A non può essere eguale a E, altri- 
menti avrebbe luogo l’eguaglianza de’ triangoli * 
e quindi di BC e DF contro l’ipotesi; nè tam- 
poco può supporsi A <E, perchè in simile caso 
resulterebbe BC < DF ‘, ch’è pure contro l’ipo- 
tesi; dunque sarà certamente A > E. 

Lemma avanti IX. ° 

Fra tutti i punti compresi dentro all’angolo 
BAC quelli della retta ÀO, che divide in mezzo 
l'angolo anzidetto * , sono equidistanti dà suoi 
lati AB, AC. 

Si prenda un punto qualunque 0 di AO, da 
cui si guidino le perpend. OG, OE sopra i lati 
AB, AC; io dico essere OG = OE. 

Imperciocché i triang. AOG, AOE hanno il 
lato comune AO, gli angoli in G c E eguali 
come retti, e gli ang. GAO, EAO eguali giu- 
sta l’ipotesi; dunque i due triangoli sono egua- 
li * e quindi i lati omologhi OG, OE. Nè qual- 
sisia altro punto K fuori di AO può essere equi- 
distante da AB e AC: perchè supponendo eguali 
le due perpend. K\I , KN , si formerebbero i 
due triang. AMK, ANK col lato AK comune, 


Fig. 

Fig. <k). 

* Lem. 
av. IV. 0 

Fig. 67. 


* Iti. 0 


* VII. 0 


Fig. 70. 

* 4. Probi 


IV.° Seoi. 


co’ lati eguali KM, KN , e cogli angoli retti 
•Vi* ,*»aso. eguali iu M e N, che sarebbero eguali * e con 
essi gli angoli omologhi MAK , IS'AK. In si- 
mile guisa la iella AK a somiglianza di AO 
dividerebbe in mezzo l’ang. BAC, ciò che as- 
surdo; dunque ec. 

IX. n Qualunque triangolo è circoscriltibile 
al circolo , cioè può sempre assegnarsi un cir- 
colo , cui siano tangenti dalla parte interna 
i suoi tre lati, nel quale caso ’l circolo si 
dice iscritto nel triangolo. 

Imperciocché i punti equidistanti da’ lati 
~jì. AB, AC deli’aug. A del triang. ABC esistono 
nella retta AO , che divide in mezzo l’angolo 
•Lem. A “ ; ed i punti equidistanti da’ lati AC, BC 
dell'ang. C sono nella retta CO; che divide in 
mezzo l’ang. C ; onde ’l punto 0 d'incontro di 
queste due rette posto dentro al triangolo de- 
v’essere equidistante da’ tre lati AB, AC, BC 
del triangolo, cioè guidale da O le tre perpen- 
dicolari ÒG, OE , OH sopra i rispettivi lati, 
si ha OG = OE=OH. Nè questo punto O 
d’incontro può mai mancare, perchè ciascuno 
degli ang. CAO, ACO, che sono metà de’ ri- 
spettivi ang. A , C del triangolo , resulta mi- 
• nore di 90", c la loro somma minore di 180% 
C.VP Scoi, ciò che impedisce ’l parallelismo di AO e CO*. 

Laonde ’l circolo descritto col centro O e ra 2- 
gio OG passa pe’ tre punti G, E, H, e ogni 
lato del triangolo come perpendicolare all’estre- 
mità del corrispondente raggio è tangente alla 
• 5 . II,* circonferenza * ; lo che ec. 

' " • Scolio 1° Se in vece della considerazione 
degli ang. A e_ C si facesse l’altra di A per 
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cs. fi ili B divisi in mezzo da AQ e BO , il 
centro del circolo iscritto si determinerebbe col- 
l’incontro di queste rette AO e BO; onde scm- 
Lra che le tre rette, che dividono in mezzo 
gli ang. A, C, B del triangolo, debbano con- 
correre nello stesso punto O. Questo stesso si 
dimostra direttamente , tirando OB dal punto 

0 d’incontro di AO o CO; giacché si formano 

1 triangoli eguali OGB, OI1B col lato OB co- 
mune, co’ lati eguali OG e OH, e cogli an- 
goli retti omologhi in G e H*, e quindi gli 
angoli omologhi OBG, OBH sono eguali, o sia 
OB divide in mezzo l’ang. B del triang. ABC. 
Dunque le tre rette , che dividono in mezzo 
gli angoli del triangolo , concorrono in un 
punto a somiglianza delle tre perpendicolari 
a’ mezzi de’ lati, formando ’l i“ punto d’in- 
contro ’1 centro del circolo iscritto e ’l a“ il 
centro del circoscritto *. Si è però nel solo caso 
del triangolo equilatero che questi due centri 
coincidono; giacché supponendo verificata la 
condizione cioè di essere G, E, H i mezzi dei 
rispettivi lati, i triangoli eguali AEO, CEO * 
danno eguali gli angoli omologhi OAE , OCE 
e quindi i loro doppi A, C, dimostrandosi lo 
stesso per A e B. In simile guisa il triangolo 
ABC, ch’è equiangolo, dev’essere pure equila- 
tero *. 

S’colio 2. 0 Le tre coppie di triangoli eguali 
AGO e AEO, BGO e BHO, CHO e CEO 
danno le seguenti eguaglianze di lati cioè AG 
= AE , BG = BH , CH = CE ; per lo che il 
perimetro AB -f- AC -J-» BG del triangolo si può 
esprimere ne’ seguenti tre modi diversi: i* 


*VI° I’caKV. 


g.II.® Scoi. 


• in.» 


'9 - II°C#r. li 
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aAG -f- aBG -j- aCE = a(AG -|- BG) -f- aCEsn 
aAB -f- aCE , a° aBH -f* aiCH + aAG = aB6 
+ aAG, 3° aCE + aAE + aBH = aAG + aBH. 
Da ciò ne conseguita potersi determinare in 
funzione de’ lati del triangolo le distanze dei 
punti G, H, E, pe’ quali passa ’l circolo iscritto, 
da’ rispettivi vertici. Ed in vero prendendo la 
i* espressione del perimetro, si ha l’equazione 
sAB+ aCE = AB -f- AC-fr-BC, che somministra 
AB + AC+BC A D _ AC + BC— AB 


CE 


AB: 


2 a 

la a* espressione dà aBC -f- aAG = AB -f- AC 

. -np • . AB -J— AC -f- BC 

BG o sia AG 

AB + AC — BC 


— BC = 


e la 3* aAC + aBH = AB + 


AC -f- BC o sia BII 
AB + BC — AC 


AB + AC + BG 


— AC 


Si stabilisce adunque in generale che cia- 
scuna delle distanze anzidette è eguale al 
semiperimetro del triangolo meno il lato op- 
posto al vertice , rispetto a cui si calcola la 
distanza; ed avendo così definito i tre punti 
E, G, H , si può per gli stessi far passare il 
* 7. I.« circolo *, che resulta iscritto al dato triangolo 
ABC. 


Se poi si suppone rettangolo ’l triang. ABC 
coll’angolo retto per es. in B, allora si ha l’an- 
golo OBH = 45®, e per ragione dell’angolo retto 
9.m°Cor.3 0HB dev’essere l’altro angolo acuto BOH = 45 °*, 
il che dà il triang. BHO isoscele col lato 
9.ll°Cor.i. BH = OH Dunque in questo caso il raggio 
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OH del circolo iscritto, come quello ch’è eguale 

alla distanza del punto H dal vertice B, si 

AB -)- AC -j- BC , - . j. 

* e si dice 


esprime da*" 


' — AC, 


in generale che il raggio del circolo iscritto 
al triangolo rettangolo è eguale al semiperi- 
metro meno l’ipotenusa. 


PROBLEMA. 

Fra i sei elementi del triangolo , che sono 
i tre ang. A, B , C ed i tre lati , che indi- 
chiamo colle stesse lettere ma piccole degli 
angoli opposti cioè per a, b, c, dati tre qua- 
lunque di essi ad eccezione de’ tre angoli , 
costruire ’l triangolo. 

Questo problema presenta vari casi, che sono 
relativi a quelli dell’eguaglianza di due trian- 
goli : giacche i tre elementi, che si conside- 
rano rispettivamente eguali in due triangoli, e 
ne danno l’eguaglianza, definiscono gli altri tre 
clementi in ciascuno di essi , e bastano come 
tali alla costruzione di un triangolo. Noi no- 
teremo per ogni caso ’l teorema , che si con- 
verte nel particolare problema. 

1 ' Caso Dati b, c, A, costruire il trian- FJg. SS.N.i. 
gol° \ . « in.» 

Si faccia sopra una retta indefinita AC l’an- 
golo BAC == A *, si prenda AC = b, AB = c, * a. Probi, 
e pe’ punti definiti B e C si tiri BC; il trian- 
golo BAC è quello, che resulta da’ tre dati. 

In questo caso è sempre possibile di costruire 
il. triangolo, qualuuque siano i dati; perchè si 
può sempre formare l’ang. BAC = A , e sopra 
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i suoi lati prendere AC=£, AB = c per iucli 
congiungere BC. 

Fig.58. N.i. 2.» Caso. Dati B, C, a costruire il trian- 
*IV.« gola \ 

Si prenda BC = a, di cui alle estremità B 
e C si costruiscano gli angoli eguali a’ dati 
B e C, e si prolunghino i lati già definiti sino 
al loro incontro in A ; così si forma il trian- 
golo BAC, che racchiude i tre dati. 

• IV.® Scol. . Se poi i dati sono B, A, a * , allora si de- 
*9- ni°Cor. i termina aritmeticamente C = i8o° — (B + A)*, 
Fìg. 7 . o pure geometricamente con fare l’ang. DCE 
*a. Probi. = B *, ECF = A, da cui si deduce FCA=C‘ ¥ ; 
•*a.IlI°Cor. p ef j Q c jj e CQ i ( j at j a s j costruisce come 

sopra il triangolo. 

La costruzione di questo triangolo può sem- 
pre aver luogo nell’ipotesi di B-f-C<i8o», 
perchè le due rette, che li formano a’ punti 
B e C di BG , devono necessariamente iucon- 
* 6. VI® Scol. trarsi ‘ ; e la condizione di B-l-C<i8o 0 è 
connessa colla nota proprietà del triangolo, che 
* 9- ni», dà A + B + C = i8o° 

Fig.58 . n.3. 3 .» Caso. Dati a, b, c soggetti alla nota 

*9.1.® ** y® condizione *, costruire il triangolo**. 

Prendendo DF === <7, si descriva un archetto 
col centro D c col raggio e, ed uu altro col 
centro F e col raggio b per ottenere ’i punto 
d’intersezione in E . da cui a’ punti D , F si 
tirino le rette ED, EF. Così si forma il trian- 
golo cercato DEF , essendo per costruzione 
DF = n, FE= 6, DE = c. 

La possibilità di costruire questo triangolo 
dipende dall’intersezione de’ due circoli, di cui 
DF = a esprime la dislauza de’ centri; e per 
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aver luogo questa intersezione è giocoforza che 

sia * a < b -j- c, a > b — c , supponendo b inag- * 7 .V.°Seol. 

gioie di c, come altronde si sa giusta la natura 

del triangolo *. ' • g. I.* 

Si può ancora giudicare della possibilità di 
costruire il triangolo, facendo la prova di ogni 
lato minore della somma degli altri due , la 
quale prova si può ridurre ad una sola opera- 
zione con prendere il lato non minore di cia- 
scuno, degli altri per es. il lato a; giacche iu 
simile caso si ha afortiori b<a -j- c, c < n -f- b, 
e tutto si riduce a verificare a < b + c. 

Caso. Dati a, b, A, costruirà il tria/i- i 
gaio \ * Vi.* 

N.® r.° Sia a > b. 

Si prenda AC = &, si faccia in A l’angolo 
CAB = A, e col centro C e raggio a si de- 
scriva un arco, che interseca AB iu due punti, 
di cui uno è B dalla parte dell’ang. CAB, e 
l’altro E fuori dell’angolo anzidetto; da C a B 
tirata CB, si forma il triangolo richiesto ACB. 

Indipendentemente dalla costruzione si ca- 
pisce la posizione indicata del punto E , per- 
chè l’obliqua CE = CB = a come più grande 
di CA — b dev’essere a maggiore distanza di 
CA rispetto alla perpendicolare abbassata da C 
sopra AB * . * 3. V.® * 

N.° 2 .® Sia a < b , ciò che porta la condi- Fig.66.N.r. 
zione implicita di A acuto, dovendo essere A<B. 

Fatta la costruzione del N.° i",idue punti 
d’intersezione B, E sono posti dalla stessa parte 
dell’ang. CAB; perchè l’obliqua CE = CB = o, 
ch’è minore di CA = b , dev’essere più vicina 
alla perpend. CD. In questo caso adunque si 

J 2 
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formano due triangoli differenti ACB , ACE 
cogli slessi tre dati, il che si addita colla de- 
nominazione di caso dubbio. L’ambiguità però 
svanisce, quando altronde si conosce la specie 
dell’angolo opposto a AC = ò, ottenendosi il 
triang. ACB per li acuto e ACE per AEC 
ottuso. 

Discorrendo ora della possibilità di costruire 
Timo o i due triangoli in questo 4° caso, s’inten- 
de potersi sempre prendere AC = b e costruire 
Bang. A; ma per intersecare il lato AB col cir- 
colo di centro C e l'aggio a fa d’uopo che il lato 
dato a non sia minore della perpend. CD guidata 
daCsopra AB, essendo l’anzidetta perpendicolare 
la più corta retta che possa condursi da C sopra 

* 3. IV.» AB *. Per lo che giusta l’ipotesi del N.° 1 0 è sem- 

pre possibile la costruzione del triangolo , es- 
sendo a > b e quindi a fortiori a maggiore 
della perpend. CD; trattandosi però delN.° 3 ° 
cioè di a < b, la costruzione de’ due triangoli 
esige che sia a maggiore di CD. Che se fosse 
per caso a = CD, il circolo toccherebbe in D 
il lato AB, e la retta condotta da C al punto 
di contatto D cioè CD = a formerebbe il solo 

* 5. III.» triang. CAD rettangolo in D *, ch’è quanto a 

dire i due triang. CAB, CAE si ridurrebbero 
all’unico triangolo rettangolo CAD. 

Scolio. Se ’i triangolo da costruirsi dev’es- 
sere rettangolo, allora bastano due soli dati, es- 
sendovi implicitamente ’l terzo ch’è l’angolo 
retto. Lo stesso avviene nel caso del triangolo 
isoscele: perchè dovendo fra i dati compren- 
dersi almeno un lato, se è uno de’ lati eguali, 
vale lo stesso ch’esserne dati due; e se è ’l lato di- 
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suguale, basta un solo angolo per conoscere gli 
altri due *. Onde in generale si dice essere sulli- 
cienli due dati per la costruzione del triangolo 
rettangolo o isoscele, purché fra i due dati tósse 
compreso un lato. Che se ’1 triangolo dovesse 
essere rettangolo ed isoscele, sarebbe sufficiente 
un solo lato specificato come ipotenusa o cate- 
to. Ed egli è facile di capire, che trattandosi 
di triangolo rettangolo o pure isoscele, non può 
affatto aver luogo ’l caso dubbio. Si noti in 
fine che si esclude espressamente ’l caso di es- 
sere dati i tre ang. A, B, C; perchè potendosi 
sopra una retta AB di qualunque lunghezza 
costruire due angoli come per es. A e B, che 
determinano il triang. ACB cercato, s’intende 
la possibilità di formare un numero infinito di 
triangoli cogli stessi tre angoli dati, che resul- 
tano simili. 

Solamente nel caso di essere dato il l'aggio OB 
del circolo circoscritto al triangolo è permesso di 
formare un solo triangolo co’ tre angoli dati 
A, B, C; perchè ha luogo l’eguaglianza di due 
triangoli rispettivamente equiangoli iscritti nel 
medesimo circolo o in due eguali, comprendendo 
gli angoli iscritti eguali fra i loro lati archi 
eguali *, ed agli archi eguali corrispondono le ' 
corde eguali *, che sono i rispettivi lati de’ due 
triangoli. Volendo poi costruire il triangolo, 
si fa al centro O col raggio OB, l’ang. BOVI 
= A * e BON = C; si prènde l’arco MG = BM 
e NA = BN; si congiungono i punti B, C, A, 
e si ottiene il triangolo richiesto BGA: perchè 
in forza della costruzione si ha l’angolo BOVI 
= BAC * = A, BON = BGA = C, e ’l 3“ nu- ' 


'or 7 


Fig. 53. 
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tjolo ABC dev’essere necessariamente eguale a B. 

Veniamo in fine soggiungendo, che questo 
problema generale di costruire ’l triangolo, co- 
noscendone tre dati, risoluto la mercè del calcolo 
forma l’oggetto della trigonometria rettilinea. 

§ 12. DEL PARALI.ELOGRAMMO, DELLE SUE 
DIVERSE SPECIE, E DE’ POLIGONI CON CENTRO. 

Teoremi. 

Fig. 71. I.® Se dal punto d’ intersezione O di due 

rette qualunque MN , PQ si prendono sopra 
ciascuna di esse due parti eguali a piaci- 
mento cioè OA = OB , OD = OC , e si con- 
giuri gono i quattro punti A, D, B, C colle 
rette AD, DB, BC, CA , ne resulta un qua- 
drilatero co ’ lati opposti AC e DB , AD e 
CB eguali e parallelli , e cogli angoli oppo- 
sti A e B, D e C egualiy cui si dà ’l nome 
di parallelogrammo. 

Conciossiachò i triangoli opposti al vertice 
OAC, OBD hanno OA=OB, OC = OD, e l’an- 
* ». V.° golo AOC = BOD"; quindi questi triangoli 

* ii. III . 0 sono eguali % e si deduce AC = BD , angolo 

CAO = DBO; e l’eguaglianza di questi due an- 
goli alterni — interni dà ’l parallelismo di AG 

* 6. VI.» e DB *. Una simile considerazione de’ trian- 

goli OAD, OBC ci fa canchindere l’eguaglianza 
e ’l parellelismo di AD e BC. Sommando poi 
le rispettive eguaglianze di angoli alterni — in- 
terni CAO = OBD, DAO = OBC, ne proviene 
CAO + DAO = OBD + OBC o sia CAD = DBC; 
e nello stesso modo si ottiene ACB = BDA. Lo 
che cc. 


Digilized by Googte 



9 3 

Scolio. Nel parallelogrammo si trovano insie- 
me le sei condizioni de’ lati opposti paralleli 
ed eguali e degli angoli opposti eguali, sebbene 
alcune di queste condizioni si racchiudano nelle 
altre, come si vede qui appresso. 

II. ° Il quadrilatero ADBC , che ha i lati 
opposti AC e DB, AD e CB paralleli , è un 
parallelogrammo , cioè a dire i lati opposti e 
gli angoli opposti devono essere eguali. 

Tirando la diagonale CD, si formano per ra- 
gione delle parallele AC e DB gli angoli alterni 
— interni ACD, BDC eguali *, e per ragione 
delle altre due parallele AD , CB sono eguali 
gli angoli alterni — interni ADC, BCD. Onde 
i due triang. ACD, BCD col lato comune CD 
e cogli angoli, che lo comprendono, rispetti- 
vamente eguali resultano eguali * ; quindi i 
loro lati omologhi AC e BD , AD e CB sono 
eguali, come pure gli angoli omologhi A e B, 
essendo altronde ACD -f- BCD = BDC -(- ADC 
o sia ACB = BDA. Lo che ec. 

III. 0 inverso. Se 'l quadrilatero ADBC ha 
eguali i lati opposti AC e DB , AD e CB o 
pure gli angoli opposti A e B , C e D , de- 
v’essere parallelogrammo cioè avere i lati op- 
posti’ paralleli, ec. 

Nella i a ipotesi i triang. ACD, BCD sono ri- 
spettivamente equilateri e quindi eguali dun- 
que resultano eguali gli angoli omologhi ACD, 
BDC, e paralleli i lati AC, DB, cui corrispon- 
dono come alterni interni *. Similmente gli 
altri due angoli omologhi eguali ADC , BCD 
danno ’l parallelismo di AD, CB. Ed in que- 
sta ipotesi si argomenta come sopra * l’egua- 


Fig. ;3. 

• 6. Y.° 

* n. IV.» 


* n. V.» 

* 6. VI.* 

* li.* 
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glianza degli angoli opposti del quadrilatero 
ADBC. 

•Nella a* ipotesi di A = B, C = D la nota 
*io.lI. °Scol. eguaglianza A + C-)-B + D = 36 o n * si tras- 
forma in 2A -f- 2D = 36 o° cioè A -J-D = 180°, 
dividendo per 2; e le rette AC, DB, che formano 
gli angoli interni A, D al medesimo lato della 
* 6. VI. 0 secante AD supplementari sono parallele*. Nella 
stessa guisa si può l’eguaglianza di sopra tras- 
formare in 2A -f- 2C = 36 o" cioè A -f- C = 1 8o°; 
da cui si deduce ’l parallelismo di AD, CB. E 
colla condizione de’ lati opposti paralleli vanno 
connesse le altre de’ lati opposti e degli angoli 
* li.* opposti eguali *. Lo che ec. 

IV." Il quadrilatero , che ha due lati op- 
posti AC e BD eguali e paralleli , è paralle- 
logrammo o sia gli altri due lati AD e CB 
devono pure essere eguali e paralleli , e gli 
angoli opposti eguali . 

Imperciocché essendo AC e BD paralleli, si 
ottengono eguali gli angoli alterni — interni 

* 6. V.® ACD, BDC *, e i due triang. ACD, BCD con 

due lati e gli angoli compresi rispettivamente 
*11. in.® eguali resultano eguali*. Quindi si ha AD = 
CB, ADC = BCD; e l’eguaglianza di questi an- 
goli, che sono alterni — interni, ci dà ’1 paral- 

* 6. VI.® Jelismo di AD e CB *. La condizione poi degli 

angoli opposti eguali va al solito connessa coi 
lati opposti paralleli. 

Scolio r.° Combinando due a due le sei con- 
* I.® Scoi, dizioni già enunciale *, si possono formare delle 
nuove ipotesi , di cui alcune danno con sicu- 
rezza ’l quadrilatero parallelogrammo, altre no. 
Così per es. dando l’ipotesi de’ iati opposti AC, 
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DB paralleli e degli angoli eguali A, B, si ot- 
tiene l’eguaglianza de’ triang. ACD, BCD*, 
e quindi ADBC parallelogrammo; mentre l’ipo- 
tesi de’ lati eguali AC, DB e degli angoli eguali 
A e B ci guida al caso dubbio, essendo A acu- 
to * , e dubbia resulta pure la condizione di 
essere ADBC parallelogrammo. Ed in generale 
diciamo dipendere ciò dalla particolare ipotesi: 
se la stessa dà l’eguaglianza de’ triangoli, in 
cui la mercè della diagonale si scompone il 
quadrilatero, si conchiude l’esistenza del paral- 
lelogrammo; se però dà ’l caso dubbio, il qua- 
drilatero con quei due dati può essere o no pa- 
rallelogrammo. 

Scolio. 2. 0 La determinazione del parallelo- 
grammo a quella si riduce del triang. CA D for- 
mato da’ due lati contigui CA, AD e dalla dia- 
gonale CD; perchè tirando da’ punti C, D le 
«lue rette CB parallela a AD e DB a AC, ne 
resulta ’l parallelogrammo ADBC. In questa 
guisa ’l problema di costruire ’l parallelogrammo 
dall’altro dipende «li costruire ’l triangolo *, e 
perciò suppone tre dati fra i sei elementi- del 
triang. CAD, dovendosi specificare ’l lato cor- 
rispondente alla diagonale. Che se i tre dati 
ammettono ’l caso dubbio, lo stesso ha luogo 
pel parallelogrammo , cioè a dire si possono 
-con quei tre dati costruire due diversi paral- 
lelogrammi analoghi a’ due diversi triangoli, 
il caso più ovvio però nella geometria è quello 
di essere cogniti i due lati CA , AD, e l’an- 
golo compreso A, nel quale caso si compie il 
parallelogrammo per mezzo delle parallele gui- 
date da’ punti C, D a’ rispettivi lati opp sii. 


i i.YI*ScoI. 


* ii. VI.» 
4. Caio. 


* 1 .. Probi. 
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Fig. 74 . V .* Il punto d'incontro 0 delle due dia- 
gonali AB, DC del parallelogrammo è centro 
dello stesso , cioè a dire ciascuna delle dia- 
gonali e qualunque altra retta , che vi passa 
e termina al perimetro , come per es. IL è 
divisa in mezzo e divide in mezzo ’l paral- 
lelogrammo . 

Essendo AD eguale e parallelo a GB, i due 
* 11. IV.® triang. AOD, BOC resultano eguali *, e danno 
AO = OB , DO = OC , deducendosi lo stesso 
dalla considerazione degli altri due triangoli 
AOG, BOD co’ lati AC, DB eguali e paralleli; 
e si sa altronde che la diagonale divide ’l pa- 
* II. 0 ec. rallelogratnmo in due triangoli eguali*. Inol- 
tre i due triangoli opposti al vertice AOl, BOL 
•11. IV. 0 sono eguali* per ragione di AO = OB e AI 
parallela a BL, e lo sono ancora i triang. DOL, 
COI. Perlochè si conchiude IO = OL; e la retta 
IL, cui corrispondono da una parte e l’altra 
tre triangoli rispettivamente eguali AOI e BOL, 
AOD e BOC, DOL e COI, divide in mezzo il 
parellelogrammo ADBC sì nel perimetro che 
nella figura. 

Scolio. Questo teorema è l’inverso del 1° : 
Fig. 72. giacche nel 1° si prendono le parti eguali OA e 
OB, OD e OC, e si dimostra il parallelogrammo 
ADBC, nel quale qualunque retta guidata per 
O come IL è divisa e divide in mezzo ’l po- 
ligono; mentre nel V° si suppone ’l parallelo- 
grammo e si deduce essere O centro di figura. 
Fig. -5 c 76. VI.° Se ’l quadrilatero ADBC ha eguali i 

due lati opposti AC, DB e perpendicolari ad 
AD, ma ciascuno minore o maggiore di AD, 
dev’essere parallelogrammo co’ quattro angoli 
retti , cui si dà ’l nome di rettangolo. 
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I lati AC, DB perpendicolari a AD sono pa- 
ralleli % cd i lati opposti AC, DB paralleli od ' u. 1 .* 
eguali determinano ’i jìarallelog ramino ADBC *. • IV*. 
Questo parallelogrammo però ha retti giusta 
l’ipotesi gli ang. A e D, e quindi gli angoli 
opposti B = A e C = D‘ devono essere pure * H® 
retti cioè A =®D =r B = C = go°. 

Scolio. Un ‘quadrilatero non può avere gli 
angoli eguali che nella supposizione di essere 
ciascuno retto; perchè la somma de’ -suoi quat- 
tro angoli è 36 o a cd ogni angolo eguale deve * io.Il<*àc<>l. 

resultare — =90®. Vale lo stesso adunque 

dire che ’l rettangolo ha i quattro 
o i quattro angoli eguali. 

VII.® Se ’l quadrilatero ADBC ha i due Fìg. 77. 
iati opposti AC, DB perpendicolari ed eguali 
ad AD dev’essere parallelogrammo co’ quat- 
tro lati eguali e co' quattro angoli eguali , e 
s’indica col nome di quadralo. 

II quadrilatero ADBC giusta l’ipotesi di AC, 

DB eguali e perpendicolari a AD è rettangolo * VI..® 
ed essendo AC =AD = DB, per l’eguaglianza 
di BC e AD * ne conseguita AC = AD = DB * li 0 
= BC. 

Vili.® Il quadrilatero ADBC co’ lati oppo- Fìg ;«• 
sii AC, DB paralleli ed eguali a AD, ma obli- 
qui rispetto a AD , resulta parallelogrammo 
co ’ quattro lati eguali , e chiamasi rombo. 

I tati opposti AC , DB paralleli ed eguali 
danno questo quadrilatero- come parallelogram- 
mo *, mentre la condizione di AC = AD='DB * 1Y.° 
ci guida all’altra di AC = AD = DB=BC. . 

Scolio. Il rettangolo, il quadrato, c ’l rombo 

1 3 


angoli retti 
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sono adunque tre specie di parallelogrammo ; 
il rettangolo e ’l rombo hanno di più una con- 
dizione particolare, cioè di avere ’li 0 gli an- 
goli eguali e ’l 3° i lati eguali , il quadrato 
poi unisce le due condizioni degli angoli e 
de’ lati eguali. Onde non si fa bene ad am- 
mettere queste figure per semplice definizione, 
come praticano d’ordinario gli autori di geo- 
metria ; perchè da prima se ne deve provare 
la possibilità, ed indi assegnarle ’l nome. 

Fig. 77*78. 1 X.° Nel quadrato e nel rombo le due dia- 

gonali AB, CD si tagliano ad angoli retti. 

Giacche qualunque di esse come per es. AB 
ha per la condizione della figura i due punti 
A, B equidistanti dagli estremi C, D dell’al- 

•3.ni°C9r. 1 tra CD, e quindi AB è perpendicolare a CD*, 
Corollario. In tutte e due le figure ciascuna 

* 9. IV.® diagonale divide in mezzo gli angoli opposti* 

e ne resultano quattro triangoli eguali AOC , 
AOD , BOD , BOC rettangoli in O ; ma nel 

•9. H®Cor.i. quadrato questi triangoli sono isosceli *; corri- 
spondendo a 45 ° ciascun angolo OAC, OCA, ec. 

F.7576.7#. Scolio. Dovendo costruire ’l rettangolo o il 
rombo, sono sufficienti due soli dati, essendo 

* 11. Frolli, il triang. CAD rettangolo o isoscele *; pel qua- 

Xco1 ' drato poi basta un solo dato, avendo riguardo 
Fìg. 77. al triang. CAD rettangolo ed isoscele. Però la 
costruzione più ovvia di queste figure è quella 
indicata ne’ teoremi precedenti , al quale og- 
getto basta la conoscenza de’ lati contigui AD, 
AC pel rettangolo, quella del lato AD e dcl- 
l’ang. DAC pel rombo, e l’unica del lato AD 
pel quadrato, servendoci de’ noli problemi per 
innalzare le perpendicolari 0 per fare l’angelo 
eguale al dato. 
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X.° Il solo parallelogrammo co ’ quattro 
angoli retti o sia il rettangolo è iscrittibile 
tiel circolo. 

Considerando da prima un quadrilatero qua- 
lunque ACBD, s’intende essere lo stesso iscrit- 
tibile, allorché la somma degli angoli opposti 
A e B è eguale a i8o°; perchè facendo pas- 
sare ’l circolo pe’ tre punti D, A, C *, l’an- 
golo iscritto A ha per misura la metà dell’arco 
compreso fra i suoi lati*. Onde l’ang. B come 
supplemento di A sarà misurato dalla metà del- 
l’arco DAC supplemento del i® arco a 36o° , 
ed in questa guisa l’ang. B dev’essere iscritto, 
cioè ’l circolo determinato pe’ tre punti D, A, 
C deve passare per B * , restandovi iscritto il 
quadrilatero. Ora se ’l quadrilatero ACBD si 
suppone parallelogrammo, gli angoli opposti 
A e B sono eguali *, e la condizione di A -j- B 
= i8o° a quella si riduce di aA = aB = i8o° 
o sia di A = B = go 0 , lo che implicitamente 
racchiude l’altra condizione di C =: D =: go° *; 
dunque ec. 

S colio. S e poi si suppone il rettangolo ACBD 
iscritto nel circolo , il suo centro O cioè 
l’ intersezione delle due diagonali AB, CD* 
dev’essere pure il centro del circolo. 

Imperciocché l’angolo retto ACB dev’essere 
iscritto nel semicircolo di diametro AB“, il quale ' 
semicircolo dev’essere quello della figura, non 
potendo pe’ tre punti A , C , B passare che 
unico circolo * ; la stessa ragione vale per ista- 
hilire CD come diametro, avendo riguardo al- 
l’angolo, retto CBD; dunque ’l punto d’iucontro 
O de’ due diametri è ’l centro del circolo. 


Fig. 76. 

*7. Probi. 1. 

* 8. II.* 

* 8. V.* 

* li." 

* II.* e io. 
II.* Scoi. 

* V.* 

8. V.* Scoi. 

* 7 !•' 
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XI/ Se un numero n di rette s intersecano 
nello stesso punto , da cui si prendono delle 
parti eguali a piacimento sopra ciascuna ; 
congiungendo i punti segnati , si forma un 
poligono di 211 lati , che ha i luti opposti 
eguali e paralleli e gli angoli opposti eguali, 
-g. Siano per es. le tre rette AC, BE, DF, che 
s’intersecano in 0; si prendano da 0 le parti 
OA = OC, OB = 0E, OD—OF, e si tirino 
le rette AB, BD, DC, ec. ; io dico che l’esa- 
gono ABDCEF ha i lati opposti AB e EC, BD 
e FE, DC e AF eguali e paralleli, e gli an- 
goli opposti AcC, BeE, DeF eguali. 

La dimostrazione per ogni coppia di lati op- 
posti si fa, considerando i due triangoli oppo- 
sti al vèrtice come nel teor. I. 

XII. ° inverso. Essendo un poligono co' lati 
opposti AB e EC, BD e FE, ec. eguali e 
paralleli , gli angoli opposti A e C, B e E , 
ec. corrispondono eguali , e le diagonali con- 
dotte fra i vertici opposti s'intersecano tutte 
nel medesimo punto , eh' è 7 centro del poli- 
gono^ cioè ogni diagonale e qualunque altra 
retta , che vi passa e termina al perimetro , 
come per es. IL resta divisa in mezzo , e di- 
vide in mezzo 7 poligono. 

In i° luogo qualunque diagonale come AC 
condotta fra i vertici, opposti dìi gli angoli al- 
terni — interni BAC e ECA, FAC e DCA egua- 
V.» li *, é quindi si ottiene BAC + FAC = ÈCA 
+ DCA o sia A = C. 

In 3° luogo tirate Je due diagonali contigue 
AC, BE fra i vertici opposti , si determina 
il punto d’incontro O, da cui si conducono ai 
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vortici opposti F e D le due rette OF e OD, 
che si pioverà dover essere in diretto. Ed iù 
vero i due triang. AOB, COE co’ lati AB, EC 
eguali e paralleli sono eguali * , e danno AO • rv.* 
— OC, OB = OE. Di piu i due triang. BOD, 

EOF hanno OB = OE, BD = EF, e gli an- i 
goli compresi alterni — interni DBO, FEO egua- 
li , onde questi triangoli resultano eguali*, e • m*. 

si ha DO =2 OF, ang. BOD = EOF. In questa 
guisa le due rette DO, OF, che formano con 
BE gli angoli opposti al vertice BOD, EOF 
eguali, sono in diretto*, cioè a dire DF è la • yj.® 
diagonale de’ vertici opposti D, F , che passa 
pel punto O già definito. E collo stesso meto- 
di si procede per le altre diagonali nel caso 
del poligono con più di sei lati. Ora si è di- 
mostrato che ciascuna diagonale è divisa in 
mezzo nel punto O, ed egli è chiaro che cia- 
scuna di esse divide in mezzo il poligono, com- 
prendendosi da una pai te e l’altra lo stesso nm- 
mero di triangoli opposti al vertice rispettiva- 
mente eguali. 

In 3“ luogo posto ’l parallelismo di BD e 
EF, i due triang. BOL, EOI sono eguali * es- * lf . jy.® 
seudo BO = OE, come pure lo sono gli al- '■ l , 
tri due DOL, FOI per ragione di DO = OF; 
dunque LO == 01, e la retta IL, che comprende 

10 stesso numero di triangoli ec. divide in mezzo 

11 poligono. Lo die ec. j , i: _ t 

XIII.* Il poligono , che non ha i lati oppo- 
sti paralleli ed eguali , non può avere centro. 

In i° luogo basta per escludere l’idea di 
centro, che ’l lato AB del poligono ABDCEF Fìg. So. 
non corrisponda parallelo ad altro lato. Si con- 
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ceda 1 punto O come centro, e da’ vertici A f 
B vi si tirino le rette AOa, BOA, che restano di- 
vise in mèzzo, cioè si lia ÀO = O n, BO = OA. 
. Posta uua tale eguaglianza, se si congiungono i 
putiti A, A, a , B, viene a formarsi ’i paralle- 

* I.® iogrammo AAaB *, e quindi la retta ba come 

parallela a AB non può coincidere con alcun lato 

• del poligono, cioè a dire i punti b ì a devono 
essere sopra' due lati diversi, appunto come li 
rappresenta la figura. Ora se da un punto qua- 
lunque I di AB si mena per O una retta, que- 

• sta incontra ba in M, e prolungata occorre al 
•poligono in L; e siccome per ragione del pa- 

* V.® rallelogrammo AbaJS si ha 10 = OM * , così 

ne resulta 10 < OL, cioè la retta IL terminala 
al perimetro del poligono non è divisa in mezzo 
nel punto O, e quindi O non è centro del po- 
ligono. 

-■ In a 0 luogo basta per escludere l’idea di cen- 
Fig. 8i. tra, che uno de’ lati del poligono per es. BD 
corrisponda parallelo a FE e non eguale. Con- 
ciossiachè ammesso ’ì centro O, e tirale dai 
vertici B, D del lato minore BD le rette BOA, 
'■ , DOd, deve ’l.lato db del parallelogrammo Bd- 

* I.® AD ? giacere sópra ’1 lato FE dei poligono pa- 

rtitelo a BD secondo l’ipetesi; e per ragione di 
FE > BD è giocoforza che uno de’ due punti 
«stremi d, b non corrisponda a vertice di po- 
ligono, se pure l’altro vi corrisponde. Onde se 
dal vertice F pel centro supposto 0 si tira una 
retta, la sua estremità I esce fuori del paral- 
ie log ramno BdAD , incontrando ’i lato DC del 
poligono contiguo, a BD, e per l’ipotesi conce- 
duta di 0 centro si ha. FO =. 01. In forza di 
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questa eguaglianza FO = Ol e dell’ altra il O 
= OD si conchiude Yd parallela a DI * , ciò 
ch’è in contraddizione coll’ipotesi- di FcZ o sia 
FE parallela a BD, non potendo al punto D es- 
sere Je due rette DB, DC parallele a FE*. Il 
punto O adunque non può dividere in mezzo 
la retta FI, come tale non è centro del poligono. 

Se basta un lato non parallelo ad altro lato, 
o parallelo e non eguale , per non poter aver 
luogo ’l centro nel poligono, ne conseguita la 
verità dell’assunto; lo che ec. 

Scolio. Sembra a prima vista che dal falso 
principio, qual’ è appunto la supposizione del 
punto O centro del poligono , legittimamente 
ragionando, si deduca la conseguenza giusta di 
non essere O centro; lo che rovescerebbe tutta 
la logica, non potendosi da un falso principio 
trarre che conseguenze false. Quando però vi 
si riflette meglio, si discopre essere un’altra la 
forma di questo raziocinio: concedendo da pri- 
ma O centro, si attribuiscono ad O alcune pro- 
prietà del centro cioè di dividere in mezzo le 
due rette A a e B b guidate da’ vertici A e B; 
e poi si prova non potergli competere le altre 
proprietà, non dividendo in mezzo IL, giacche 
il centro deve dividere in mezzo tutte le rette 
che vi passano. Non si parte adunque da una 
proposizione per giungere alla sua contraddit- 
toria , come alcuui hanno falsamente asserito; 
ma sì bene si suppongono alcune proprietà del 
soggetto per conchiudere di non potergli le 
altre convenire, ciò che entra nel dominio delle 
regole loicali. 

Corollario. La proprietà di aver centro di 


* i.« 

*6. Jl.oCor. 


Fig. Ho. 
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ligura si appartiene adunque esclusivamente 
alla classe de’ poligoui di un numero pari di 
lati, di cui gli opposti sono eguali e paralleli', 
per lo che ’l parallelogrammo è la più sem- 
plice figura di questa classe, qual’è in ispecic 
il quadrilatero co’ lati opposti paralleli ed 
eguali. 

§ 1 3. de’ poligoni regolari. 

Teoremi. 

I." Se la circonferenza si suppone divisa 
in uti numero n di parli eguali , tirando le 
corde pe‘ successivi punti di divisione , si for- 
ma un poligono di u lati equilatero ed equian- 
golo , che dicesi regolare. 

**g- 8a. Sia per es. la circonferenza divisa in sei parli 
eguali AB, BC, CD, ec. l’esagono ABCDEF , 
che ne resulta, è regolare; e la nostra dimo- 
strazione sarà indipendente dalia particolare li- 
gura. 

■ v Ed in vero ’l poligono è equilatero, perchè 
i suoi lati AB, BC, CD, ec. sono eguali , es- 
sendo corde di archi eguali nel medesimo cir- 
•i. III.» colo*. Oltre a ciò è equiangolo: perchè ogni 
suo angolo come per cs. A è iscritto in uu 
segmento come^FAB composto da due delle 
K parli, tu cui è divisa la circonferenza; quindi 
ha costantemente per misura la metà dell’arco 
* 8. II®Cor. 3. compreso resultante da n — a parti eguali*. 

Dunque ’l poligono ABC ec. è regolare ; lo 
clic ec. 

Scolio. Il lato del poligono regolare si deve 
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adunque riguardare come la corda dell’arco 

— — , e l’angolo dello stesso resulta — - ^ *, * 

n ri 

Per lo che dandcf i successivi valori ad n, si 
forma la seguente tavola. 


funtore 

Corda 

singolo 

di n 

di 

3 

120° 

» ; 

6 o < * 

‘4 

9° 

9° 

5 

II 

xo8 

6 

120 

io 

3 6 
* ♦ 

*44 ' 

12 

4 

k 3o 

f5o 

1 5' 

24 | 

i56 


II. ° Ogni poligono regolare è iscrittibile 
e .circoscriltìbile al circolo , cioè si può sem- 
pre assegnare un circolo che passa per tutti 
i vertici , ed un altro che tocca tutti i lati 
del poligono. ' . 

Essendo ABCDEF il poligono regolare, si Fig. 83. 
deve in i ° luogo provare l’esistenza di liti punto 
equidistante da’ suoi vertici A, B, C, ec. Con- 
siderando a piacimento tre vertici cohtigui per 
es. A, B, C, noi sappiamo che ’l solo punto 
equidistante dagli stessi si trova nell’incon- 
tro O delle due perpencK LO, MO elevate 
sopra AB , BC , da’ rispettivi mezzi L , RI * , * 7 . 1.0 
cioè si ha AO = BO = CO j ed ora diciamo 

*4 
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essere questo punto O equidistante dagli altri 
vertici del poligono regolare, cui s’intendano 
tirate le rette OD , OE , ec. Imperciocché es- 
sendo AO ì= BO = CO , i due triangoli AOB, 
BOC resultano isosceli, ed eguali* per ra- 
gione di AB = BC ; quindi si ottiene l’angolo 
OBA = OBC, o sia BO divide in mezzo l’an- 
golo B del poligono regolare; e siccome l’an- 
golo OBA = OAB *, OBC = OCB, così ne con- 
seguita la divisione in mezzo dell’ang. A fatta 
da AO e quella di C da CO. Ora ciascuno di 
questi triangoli è eguale. al suo contiguo cioè 
AOB a AOF *, perchè AO è comune, AB= AF , 
e l’ang. OAB = OAF ; dunque ’l triang. AOF 
è isoscele, e l’angolo alla base OFA = OAF*, 
cioè FO divide in mezzo l’ang. F. Nella stessa 
guisa si pròva il triang. BOC = COD, da cui 
si deduce essere COD isoscele e la retta DO 
dividere in mezzo l’ang. D; ed una simile con- 
siderazione si può estendere agli altri triangoli 
FOE, ec. In questa guisa tutte le rette, OA , 
OB, OC, ec. guidate da 0 a’ vertici del poli- 
gono ne dividono in mezzo gli ang. A, B, C, ec. 
e sopra i suoi succesivi lati AB, BC, CD, ea. 
si formano i triangoli isosceli eguali AOB , 
BOC , COD , ec. che danno OA = OB = OC 
= ODs=ec; dunque il circolo descritto coi 
centro O e raggio OA passa pe’ vertici del 
poligono, che vi resta iscritto. 

In a* luogo diciamo essere questo stesso 
punto O determinato come sopra equidistante 
da tutti i lati del poligono, ciò che. si riduce 
all’eguaglianza delle perpendicolari OL , OM , 
„ON , OP, ec. tirate da 0 sopra i successivi 
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lati AB, BC, GD, DE, ec. che devono corri- 
spondere a’ loro punti di mezzo * L, JVf, N, P, ec. 
e questa proprietà compete al punto'O, per- 
chè in O concorrono le rette AO, BO, CO, 
DO , ec. che dividono in mezzo gli angoli 
A, B, G, D, ec. * Onde 1 circolo di centro 0 
e raggiò OL passa pe’ punti estremi L, M, 
N, P, ec. delle perpendicolari, ed i lati AB, 
BG, CD, DE, ec. resultano tangenti a questo 
circolo *, cioè 1 poligono vi resta circoscritto. 

Scolio f.* In forza di questa dimostrazione 
tutte le rette , cne dividono in mezzo gli an- 

§ oli del poligono regolare , e tutte le perpen- 
icolari a' mezzi de’ Iati concorrono in unico 
punto, clx’è '1 centro de’ due circoli, l’uno cir- 
coscritto e l’altro iscritto al poligono; e noi 
avevamo già notato là coincidenza di questi due 
centri nel triangolo equilatero % ch’è appunto il 
triangolo regolare. E siccome bastano due rette 
definite di posizione per determinare ’l punto di 
loro incontro, così abbiamo proceduto la mercè 
delle due perpendicolari à’ mezzi di AB, BC; 
e si può egualmente procedere colle due rette 
AO, BO che dividono in mezzo gli angoli A, 
B-, sopra cui faranno bene ad esercitarsi i gio- 
vani, deducendone l’eguaglianza de’ triangoli 
isosceli ec. Anzi con questo secondo metodo si 
trova esposta la proposizione in tutti gli ele- 
ménti di geometria, ma noi preferiamo ’l primo 
per collegarla coll’altra già conosciuta del punto 
equidistante da’ tre non situati in linea retta. 
Quando poi si riguarda come problema , cioè 
quando si propone d’iscrivere e circoscrivere al 
circolo ’l dato poligono regolare , allora è in- 


• ». IV.» 

• ii. Lem. 
•t. IX.* 

• 5. n.» 

- II. IX.» 
Scol. I. 
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differente l’uno o l’altro metodo, che vai quanto 
dire si pup ritrovare ’1 centro con tirare due 

• 3.Probl.i. perpendicolari a’ mezzi di due lati contigui* o 

pure con dividere in mezzo due angoli conti- 

• 4- Probi, gui del poligono *. 

Scotio a.° Essendo ne’ consecutivi triangoli 
isosceli gli angoli al vertice AOB, BOC, CUD, 
ec. divisi, in mezzo dalle perpend. OL, OM, 

* 9. IV.® ON, ec. * ne conseguita l’eguaglianza de’ succes* 

sivi a^ig. ÀOL, LOB, BOM, MOC, ec. ; quindi si 
stabilisce che la perpendicolare ad ogni lato di- 
vide- in mezzo l'angolo de ’ due raggi condotti 
a! vertici , e ’l raggio al vertice l’angolo delle 
due perpendicolari a* mezzi de ’ lati cioè a dire 
OL per cs. divide in mezzo l’apg. AOB e OB 
l’angolo LOM, ec. 

III.* Nel solo poligono regolare di un nu- 
mero pari di lati ’l centro de’ circoli iscritto 
e circoscritto è pure centro di figura. 

Conciossiachè in simile ipotesi le rette gui- 
date da’ due vertici opposti qualunque al cen- 
tro O del circolo cirooscritto come per cs. AO, 
DO dividono la sua circonferenza in due por- 
zioni ègualif che resultano dallo stesso numero 
di archi eguali sottesi dalla metà del numero 
• 1 . I.® totale de’ lati, e formano come tali un diametro * 
cioè unica retta o diagonale AD. Per lo che i 
due lati opposti AB, DE secati da AD fanno 
eguali gli angoli alterni — interni BAO, EDO, 
* II.® che sono metà * de’ rispettivi angoli eguali A e 

* fi. VI.® D ; dunque AB^, DE sono paralleli * , ed al- 

tronde eguali giusta l’ipotesi. In questa guisa 
il poligono regolare di un numero pari di lati 
ha gli opposti eguali c parellcli, e quindi il 
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punto d’incontro 0 di tutte le diagonali fra i 
vertici opposti è ’l suo centro VNè questa prò- * «a. XII.» 
prietà può competere al poligono regolare di 
un numero impari di lati: perchè impossibile 
riesce di essere due lati paralleli, comprendendo 
archi disuguali *; e mancando una sì fatta con- *6. Vili.® 
dizione, malgrado che l’altra sussista dell’egua- 
glianza de’ lati, viene pure a mancare ’l centro ’n.XlII.* 
di ligura *. Lo che ec. 

PROBLEMA !-• 

Iscrivere in un dato circolo un poligono 
regolare di un -determinato numero di lati. 

Questo problema si riduce a dividere la cir- 
conferenza in altrettante parti eguali, ciò che 
può eseguirsi in un numero asseti limitato di 
casi per mezzo della geometria elementare, la 
quale fa semplicemente uso della riga e del 
compasso , cioè risolve i, problemi con descri- 
vere linee rette e circoli; e questi casi sono i 
seguenti. 

i.° Caso. Iscrivere i poligoni .regolari, di. 
cui *1 numero de * lati sia nella progressione 
de’ doppi 3, 6, 1 3, a4» 4&i ec * 

Cominciando dall’esagono , si suppone come 
ncll’aigebra risoluto ’l quesito , cioè se ne in- 
dica per AB il lato; e traducendo di seguito Fig. 8?. 
questa proposizione in un’altra identica, ec. si 
deve pervenire ad una proposizione finale , m 
cui ’l lato incognito AB resulta eguale ad una 
quantità cognita; e si è in ciò che consiste il, 
noto, artifizio dpH’ana/wt (Alg.* n.° 43)- Ecco 
la serie delle successive proposizioni identiche: 
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!.* Sia AB il lato dell’esagono. 

a.* L’arco AB dev'essere la 6* parte della cir- 
• I. a conferenza * , che vai quanto a dire £ o sia 4 
della semicirconferenza. 

3.* L’angolo O formato da’ due raggi AO , 
BO, che ha per misura l’arco AB, corrisponde 
a 4 di due retti; ciò che dà altri 4 per la somma 
degli angoli OAB, OBA; ed essendo questi eguali 
*9.IPCor.i. per ragione del triangolo isoscele AOB % cia- 
scuno resulta 4 di due retti; onde il triangolo 
’ idem AOB è equiangolo *. 

4-* Il triang. AOB già dimostrato equiangolo 
dev’essere equilatero. 

5.* Si ha dunque AB = AO, cioè il lato sup- 
posto dell’esagono è eguale al raggio del cir- 
colo, ch’è noto. 

Quesf’ultinaa proposizione è quella che risolve 
effettivamente ’l qjiesito: se si prende col com- 
passo l’intervallo OA del raggio, e si porta 
successivamente sopra la circonferenza da A 
in B, in G, ec. viene la stessa a dividersi in 
sei parti eguali ; e congiungendo colle rette i 
punti segnati, vi" s’iscrive T esagono regolare 
ABCDEF. 

Ritrovata col metodo analitico la soluzione, 
si può dare al problema la forma sintetica , 
enunciandone da prima ’l resultamento; e la 
dimostrazione si ridùce alla serie delle , stesse 
proposizioni prese però in ordine inverso. Così 
da principio si dice; il lato richiesto dell’esa- 
, gono è eguale al raggio del circolo, cioè AB 
= AO , che si determina la mercè del com- 
passo ec. Eccone la dimostrazione: essendo 
AB = AO, il triang. AOB è equilatero e per- 
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ciò equiangolo o sia l’ang. O i* 6o°*; l’arco *9.IIi°Cor.8 
AB misura dell’ang. O è pure 60* cioè la 6* 
parte di 36 o°; dunque la corda AB definita 
come sopra è ’l lato dell’esagono. 

Questo saggio de’ due metodi per altro sem- ' 
plicissimo deve servire di norma a’ giovani, affin- 
chè si persuadano essere l’analisi l’unico mezzo 
onde risolvere i problemi, e come molti valen- 
tuomini, fra i quali si distingue Newton, ab- 
biano potuto occultare gli artifici più sublimi 
dell’analisi, esponendo la costruzione e poi la 
prova sintetica di problemi difficilissimi; lo che 
ha impedito per qualche tempo i progressi della 
matematica, ma felicemente non va più a’ versi 
de’ dotti. 

Dopo di avere iscritto l’ esagono , unendo 
alternativamente i suoi vertici, si forma ’l trian- 
golo equilatero BDF, di cui si può immedia- 
tamente determinare ’l lato, descrivendo col 
centro A e raggio AO il circolo , che seca la 
data circonferenza ne’puntiF,B,pe’ quali si tira 
I' B, che sottende l’arco di 120° ed è ’l lato del 
triangolo equilatero. Se poi si divide in mezzo 
l’arco AB nel punto M *, l’arco AM resulta ~ * 4 - Probi, 
della circonferenza, e quindi la corda AM è il 
lato del dodecagono regolare , di cui i vertici 
corrisponderanno ai mezzi -degli aréhi AB, BC, 

CD, ec JLa divisione deli’aroo AM in metà dà ~ 
della circonferenza, cui corrisponde come corda 
il lato del poligono regolare di 24 lati; e così 
colla successiva divisione degli archi in metà 
si potranno iscrivere i poligoni regolari di 48, 

96, 192, ec. lati. 

3> ° Caso: Iscrivere la serie de ' ’ poligoni 
reziari di 4, 8, iG, 3 2 , 64, ec. lati. 
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•Fig. 84- Tirando due diametri AC, BD perpendico- 
larmente, ciascuno de’ quattro angoli retti in O 
•a.L«Cor. comprende un quadrante *, cioè la circonferenza 
resta divisa nelle quattro parti eguali AB, BC, 
CD, DA, di cui le rispettive corde formano il 
* quadrato iscritto ABCD Se si divide in mezzo 
il quadrante AB nel punto M, la corda AM cor- 
risponde al lato dell’ottagono regolare AMBNG 
ec. co’ vertici a’ mezzi de’ rispettivi quadran- 
ti; e proseguendo la successiva divisione degli 
archi in metà, si determinano i lati de’ poli- 
goni regolari di 16, 3 a, 64, ec. lati. 

3 .° Caso. Iscrivere la serie de * poligoni re- 
golari di 5 , io, 30, 4 °j 80, ec. lati. 

Per risolvere questo problema è necessaria 
la teoria delle proporzioni , e noi vi ritorne- 
remo nel luogo opportuno. (V. § i 5 . Problema 
annesso al 7. 0 ). 

4 * Cosò Iscrivere 7 pentadecagono rego- 
lare e la serie analoga de * poligoni regolari 
di 3 o, 60, iao, s 4 o, ec. lati. 

Fig. 83. Se AB rappresenta per es. il lato dell’esa- 
gono e BM quello del decagono, che si sanno 
iscrivere la mercè de’ casi precedenti, la diffe- 
renza AM dei due archi sottesi da questi lati 
sarà 7 -^=3^ = 5^ della circonferenza, e quindi 
, ' la oorda AM dovrà corrispondere al lato del 
pentadecagono. La successiva divisione poi degli 
archi in- metà darà là serie de’ poligoni di 3 o, 
60, ec. lati. 

Scolio. In questi soli casi puossi risolvere 
il problema cella geometria elementare giusta 
il metodo degli antichi, ma ’l geometra Carlo 
Federico Gauss da Brunswick itell’opcia, che 
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Ita per titolo Disqui sitiones arillnueticae. Li- 
psiae 1801 , venne provando potersi collo stesso 
mezzo iscrivere il poligono regolare di 2" 4 - 1 
lati, quando a" + 1 è numero primo , cóme suc- 
cede per 2 4 + 1 = 17. 

PROBLEMA. 2.* 

Dato ’l poligono regolare ABCD cc. iscritto 
al circolo , circoscriverne uh altro dello stesso 
numero di lati. 

1 .° metodo. Si tirino dal centro O i rager 
OH, ÒK, OG , eq. perpendicolari sopra i lati 
AB, BC, CD, ec. * clic restano divisi in mezzo 
tic’ punii L, M, N, ec. *; pe : punti estremi H, 
K, G, ec. s) guidino le tangenti VX, XY, YZ*, 
ec. che co’ loro incontri in V, X, Y, Z, ec. 
determinano il poligono VXYZ ec. circoscritto 
al circolo dello stesso numero di tali dell’iscritto; 
ed altro non si deve provare che la sua rego- 
lari ta. 

A questo oggetto si noti da prima che i ver- 
tici A e V, È e X, C e Y , ec. de* due po- 
ligoni corrispondono nella stessa retta col cen- 
tro O cioè sopra ’l medesimo l'aggio prolungato 
OÀV, OBX, OCY, QDZ, ec. lo che indipen- 
dentemente dalla costruzione si dimostra irei 
seguente modo. Il 1 aggio OB per rs. divide 
in mezzo l’ang.XOM delle due pèrpi ridicola ri 
a’ mezzi de’ lati AB, BG *, e la retta OX di- ‘ 
vide pure in mezzo lo stesso ang. HOK per 
ragione de’ due tiiang. XOII , XOK eguali “ 
col lato comune OX, co’ lati eguali OH è OK, 

i5 


Fig. 85. 


* 3. Probi. 3. 

• 4. I.» 

* 5. Prob. 


II. «Scoi. 3 . 

•ii. TI.® 
1. ca*o. 
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* 5. III.® e cogli angoli omologhi relti in H e K *; dun- 
que le due rette OB e OX devono coincidere, 
cioè i tre punti 0, B, X, essere nella stessa 
linea retta; e così si dimostra per gli altri ver- 
tici. Siamo ora in istato di considerare i due 
triang. VOX, XOY, che hanno ’l lato OX co- 
mune , gli ang. VOX e XOY eguali per ra- 
* 2 ' 1-0 g* one degli archi eguali AB e BC *, e gli an- 
goli OXV e OXY pure eguali come omologhi 
de’ triangoli eguali XOH, XOK; dunque i so- 

* ii. IV . 0 pradetti due triang. VOX, XOY sono eguali - 

e danno VX=XY. Nello stesso modo si pro- 
vano eguali due triangoli contigui qualunque 
VOX, e VOT, XOY e YOZ , ee. ; e quindi 
il poligono circoscritto resulta equilatero. Inol- 
tre i lati del poligono circoscritto corrispondono 
paralleli a quelli dell’iscritto cioè VX a AB, 
XY a BC, ec.; perchè la tangente VX è per- 

* 5. III.® |>endicolare al raggio OH cui per costruzione 

è perpend. AB, e le rette VX, AB perpendi- 
*6. I.» colari alla stessa retta OH sono parallele *. 
La stessa ragione vale per gli altri lati. In 
questa guisa gli angoli del poligono circoscritto 
e gli angoli dell’iscritto come per es. VXY e 
ABC, XYZ e BCD, ec. hanno i lati rispetti- 
vamente paralleli e diretti nello stesso verso , 

* 6. VII.*» c iò c he dà la loro eguaglianza *; onde ’l poli- 

gono circoscritto a somiglianza dell’iscritto re- 
sulta equiangolo. Dunque ’l poligono circoscritto 
VXYZ ec. è equilatero ed equiangolo cioè a 
dire regolare;, lo che ec. 

a.® metodo. Si possono le tangenti guidai e 
8®* immediatamente pe’ vertici A, B , C, D , ec. 
del poligono iscritto , nel quale caso i vertici 
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V , X , Y , ec. del circoscritto corrispondono 
sopra ’l prolungamento delle perpend. OL , 
OM, ON, ec. a’ mezzi de’ lati AB, BC, CD, 
ec. Imperciocché OL per es. divide in mezzo 
l’ang. AOB *, ed OV divide in mezzo lo stesso 
angolo per ragione de’ due triang. OAV , 
OBV eguali*, e quindi OLV è unica retta. 
Ora se si congiungono i mezzi a, b , c, ec. de- 
gli archi AB, BC, CD, ec. si forma l’esagono 
regolare iscritto abed ec. eguale al primitivo 
AÈCD ec. essendo eguali le corde ab , AB de- 

f ;Ii archi eguali dalle stesse sottese*; e 1 po- 
igono VXYZ ec. rispetto al poligono regolare 
abed' ec. resulta circoscritto col i° metodo, per- 
chè i punti B, C, D, ec. sono l’estremità dei 
raggi ÒB, OC, OD, ec. perpendicolari a’ mezzi 
de’ lati ab, bc, cd , ec. Dunque ’l poligono circo- 
scritto col 2° metodo è regolare , e non diffe- 
risce da quello del i® che per la semplice pò- 
sizione. , 

Scolio l.° Risoluto in modo generale ’l pro- 
blema , ne conseguita potersi colla geometria 
elementare circoscrivere al circolo quei poli- 
goni regolari, di cui si sa operare l’iscrizione 
collo stesso mezzo ; e quindi il problema 2® 
resulta limitato a’ medesimi casi del i.° 
Scolio 3 .° Quando si vuole determinare la 
lunghezza del lato del poligono regolare circo- 
scritto, basta tirare una sola tangente, e pro- 
trarre le due rette , che ner definiscono i ver- 
tici. Così nel i° metodo, tirata per II la tan- 
gente indefinita, si prolungano i raggi OA, OB, 
che danno i vertici V, X, e quindi ’l lato VX; 
c nel 2 0 metodo si conduce per B la tangente 


*H.»Scol.fj. 

* 11 . VI.* 

I. cuo. 

* I. III.» 


Fig. 85. 
F.'g- 86. 
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* 6. Y-* 

Mi. IV.* 

* 13. II.° 


I 16 

indefinita, sopra cui, OL e OM prolungate de- 
terminano ’l lato VX. 

r > 

14 . delle linee proporzionali. 

Teoremi . 

I. ° JSe sopra ’l lato AB di un angolo qua- 
lunque BÀC si prendono le parti eguali AD, 
DG, Gl, IL, LN, ec. e da’ punti di divisione 
D, G, I, L, cc. si tirano le rette DF , GH, 
1K, LM, cc. fra loro parallele , queste deter- 
minano pure le parti eguali AF , FH , HK , 
KM, ec. sopra l'altro lato AC. 

Tirando dagli stessi punti di divisione D, 
G, 1, cc. le parallele DF, GR, IS, ec. ad AC, 
si forma la serie de’ triang. ADF, DGE, GIR , 
ILS , ec. Col lato AD = DG = Gl = IL — ec. 
giusta l’ipotesi, cogli ang. ADI 1 , DGE, GIR, 
ILS , cc. eguali còme corrispondenti del i° 
sistema di parallele DF , Gli , IK , cc. secate 
da AB *, c cogli ang. DAF, GDE, 1GR, LIS, ec. 
ancora eguali come corrispondenti del [ 2 ° si- 
stema di parallele AF, DE, GR, IS , ec. se- 
cale dalla stessa AB; dunque gli anzidetti trian- 
goli sono eguali * , e danno AF = DE == GR 
=x= IS =ec. Ora i quadrilateri DF11E, GIIKR, 
1K.MS , ec. co’ lati opposti paralleli resultano 
tutti parallelogrammi*, e si deduce DE= FII, 
GR — IIE, IS == KM, ec.; onde l’eguaglianza 
di sopra si converto nella seguente AF = l r H 
— I1K = KM — ec.; lo che ec. . 

II. “ Ritenendo la medesima ipotesi , due 
parti de lati AB. AC comprese fra ’l vertice 
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À ed una parallela qualunque , come sono peres. 
AL, AM, o pure fra due parallele come per es. 
GL, HM hanno un rapporto geometrico co- 
stante eguale al rapporto di una parte di AB 
ad una parte di AC. 

Ed in vero ’1 rapporto geometrico — di una 

parte di AB ad una di AC non si altera, mol- 
tiplicando i due termini per lo stesso numero, 

ch’è quanto a dire 1 rapporto pp si può con- 


AD 

vcrtire in un’infinità di rapporti identici — 
aAD 3AD 4AD , . , AD 
= ^F = 3AF = 4ÀF ed ,n ÀF= 

^AF (A, e- "• 


Ora le due parti comprese fra il vertice A 
ed una parallela qualunque o fra due parallele 
sono moltiplici simili di AD e AF per ragione 
delle rispettive parti eguali sopra AB e AC *, * 

. AL 4AD GL 2 AD 

essendo per es. — pp , ^ — aAF » ec -I 

quindi le anzidette parti conservano constante- 
ment^ lo stesso rapporto di AD : AF , e ne 
deriva la serie delle proporzioni geometriche 
AD : AF :: AL : AM :: GL : HM :: ec. (Algebra 
u.° 1 55). Lo che ec. 

Scolio. La stessa proporzione come per es. 
AD : AF :: AL : AM può scriversi in otto modi 
differenti, che sono AD : AL AF ; AM, AL : 
AD :: A Mi : AF, ec. ritrovandosi sempre AD e 
AM tulli e due estremi o medi , come pure 
AF e AL (Alg.* n.° 171 ); ed egli è giusto 
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che i giovani acquistino un’abitudine in simili 
cangiamenti di posto per non attendere alla 
proporzione scritta in un particolare modo più 
presto che in un altro. 

88. III. 0 Se da un punto qualunque D preso 
nel lato BA di un triangolo BAC si guida alla 
base AC la parallela i)F , questa deve divi- 
dere i lati BÀ, BC in parti proporzionali agli 
interi e fra loro , cioè dev'essere AB : BC :: 
BD : BF :: DA : FC. 

Sia in i" luogo ’1 rapporto di AB : BD espri- 
mibile in numeri cioè razionale , e si denoti 
per ragione di es. da 53 : ìa; allora dividendo 
AB in 53 parti eguali, ne deve BD contenete 
ìa, o sia D è uno de’ quinti di divisione a so- 
miglianza di A, e le parti comprese fra 1 vertice 
B e ciscuna delle parallele AC e DF o fra que- 
ll. 0 ste due parallele hanno un rapporto costante *, 
resultandone le proporzioni sopra enunciate. 

Sia in a° luogo incommensurabile ’1 rapporto 
di AB : BD; che noti possa cioè esprimersi in 
numeri, nel quale caso non esiste alcuna parte 
quanto si voglia piccola di AB che possa esat- 
tamente comprendersi in BD(Àlg.* n/ 9 no), 
ch’è quanto a dire dividendo AB ih parti eguali 
piccolissime oltre ad ogni immaginare, nessuno 
de’ punti di divisione jhiò cadere in D, e quindi 
manca la base per dedurre le proporzioni. Frat- 
tanto ’l rapporto incommensurabile di AB : BD 
può supporsi eguale al rapporto pure incom- 
mensurabile di CB ad un’altra linea j cioè die- 
tro le tre rette AB, BD, CB dev’ esistere 1^ 
proporzionale, clic io dico non poter es- 
maggiore nè minore di BF 
è giocoforza che sia BE. 



quarta 
sere uè 
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Ed in vero si . supponga la qtiarla propor- 
zionale BP > BF, cioè si conceda la proporzione 

C A) AB : BD ;; CB : BP. 

Il lato CB si può considerare diviso in p^rti 
eguali, di cui la grandezza sia minore di FP, 
quantunque si voglia supporre ’l punto P vi- 
cinissimo a F: giacché si può da prima divi- 
dere CB in a. parti eguali, poi in 4 mercè la 
divisione di ciascuna metà in mezzo, e così 
di seguito in 8, x6, 3a, 64, ec. parti eguali; 
onde la grandezza delle parti eguali decresce 
sino all’infinito, e può come tale divenire mi- 
nore di qualunque, grandezza assegnabile pei 
valore di FP. 

Essendo così, quando si segnano le parti eguali 
sopra CB, uno de* punti di divisione deve ne- 
cessariamente cadere fra F e P , e può sup- 
porsi m, da cui si guidi mn parallela a AC. 
Allora per ragione del rapporto razionale di 
CB : Bra» si ha giusta la prova di sopra la pro- 
porzione 

( B ) AB : Bn ;; CB : Bm, 

die resulta cogli stessi antecedenti AB , CB 
dell’altra (./ /); i conseguenti adunque devono 
per ordine formare la seguente proporzione 

(C) BD : Bn :: BP : Bz» 

(V. Alg.* n.° 175). 

Ora in questa proporzione (C) il i° ante- 
cedente BD è minore del suo conseguente Bn, 
mentre ’l 2 0 antecedente BP è maggiore del 
conseguente Bm; lo che è assurdo, non potendo 
BD 

la frazione propria essere eguale alla spu- 
BP 

ria g- . E siccome la proporzione (C) deriva 
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dalle due {A) e (i?), e nou può cadere dub- 
bio sopra l’esattezza di ( B ), così si conchiude 
la falsità di (A), cioè a dire ’l quarto termine 
proporzionale non può essere maggiore di BF. 

1 Collo stesso metodo si ragiona,' supponendo 
il quarto proporzionale BQ < BF, cioè conce- 
dendo la proporzione AB : BD CB :-BQ; giac- 
che la divisione di GB in parti eguali ec. dà 
il punto di divisione r fra Q e F, e la paral- 
lela rs a AC la a* proporzione AB : Br :: CB : 
Br, che comparata colla 1* somministra la 3* 
BD : Br ::,BQ : Br assurda, essendo BD> Br e 
BQ < Br, ec. 

In questa guisa si è obbligato di ammettere 
il quarto proporzionale BF dietro i tre AB , 
BD , CB, non potendo essere nè maggiore nè 
minore di BF. Quindi sussiste la proporzione 
(r) AB : BD CB : BF , da cui l’altra si de- 
duce AB': AB — BD:: CB :CB — BF o sia 
(3) AB : DA :: CB : FG (Alg. n.® 173); e com- 
binando le due proporzióni (i)e(a) cogli an- 
tecedenti comuni , la terza ne proviene BD : 
DA:;BF: FC. La parallela adunque alla base 
di un triangolo divide sempre proporzional- 
mente i lati èe. 

Corollario. ' La proposizione dimostrata si 
estende ad un sistema qualunque di parallele, 
che dividono in patti proporzionali le rette com- 
Fig. 60. prese: giacché le dite parallele DE, FG dannò 
da una parte BD : DF BE :EG, e dall’altra 
BF : DF :: BG : EG; ma per ragione delle due 
parallele FG , HI si ha BF : FU :: BG : Gl ; 
dunque sarà pure DF : FH :: EG : Gl; ec. ec. 

Scolio. Il metodo esposto si deve- riguardare 
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come fondamentale nella geometria, ed in forza 
dello stesso si estende sempre uria proporzione 
dimostrata pe’ rapporti razionali agl’incotnmen- 
surabili, ciò che da noi si era accennato in fine 
del leor. Il" del § 2 approposito del rapporto 
degli angoli eguale all’altro degli archi com- 
presi. Di fatto nel caso anzidetto, supponendo 
incommensurabile ’l rapporto de’ due angoli 
ACE, ACF , si dimostra non pòlere ’l quarto Fig. 7. 
proporzionale dietro ang. ACE, ang. ACF, arco 
A n essere nè maggiore nè minore di arco Am. 

Perchè supponendo l'arco AO > A /», si ha la 
proporzione ACE : ACF ;; A n : AO; e se l’an- 
golo ACE si divide in parti eguali ciascuna 
minore dell’ang. FCB, uno dei punti di divi- 
sione càde in r fra m e O, e n,e resulta la 
proporzione ACE : ACG :: A n : A r * cogli an- * a. il.» 
tecedenti eguali a quelli della supposta; si ha 
dunque la proporzione de’ conseguenti ACF : 

ACG ;;,AO : Ar assurda. Lo stesso assurdo si 
prova pel 4° proporzionale minore di arco Am. E 
così si deve procedere in tutti i casi, che po- 
tranno occorrere nella geometria. 

IV.* inverso. Se la retta DF divide i due Fig. 89, 
lati AB , CB del triangolo ABC proporzional- 
mente , dev’essere questa retta DF parallela 
alla base AC. 

Esprimendo la divisione de’ lati s con una 
qualunque delle tre proporzioni 

1/ AB : BD CB : BF 
a.” .AB : DA :: CB : FC 
3.* BD : DA BF : FC 

per es. colla t*, si neghi l’assunto, e si' con- 
ceda per D un’altra retta DG parallela a AC: 

iti 


Digitized by Google 



IJI. 


122 


allora si verifica la proporzione AB : BD :: CB 
: BG ”, che ha tre termini comuui con quella 
dell’ipotesi; il che è assurdo, dovendo in ambi- 
due le proporzioni cor/ispondere lo stesso quarto 
. , „ . . . . BDxCB ... * x 

termine definito dal valore — xe — (Aig.n. I 7 2 )* 


Nel medesimo modo si discorre, ammettendo 
per ipotesi lk 2* o 3 a proporzione, perchè la 
supposta parallela DG somministra sempre il 
quarto proporzionale GC diverso da FG. Dun- 


que ec. 

* u.Def. «. V.° Ne’ triangoli simili * il rapporto dei 

lati omologhi è costante , cioè i lati omologhi 
de’ triangoli simili sono proporzionali. 

Fig. 90. Siano, i due triang. ABC, MNP cogli an- 
goli B e N, A e M, C e P rispettivamente 
eguali, io dico dover essere AB : MN :: CB : PN 
:: AC :MP. 

Si prenda sopra AB la parte BD = MN, e 
da D si guidi DF parallela a AC, che som- 
* III.® ministra la proporzione AB : BD CB ; BF 

Ora i triang. DBF, MNP, avendo BD = MN, 
* 6. V.® l’ang. B = N,eBDF = A' f = M, resultano egua- 

* 11 IV.® li *, e danno BF = PN ; sostituendo adunque 

MN in vece di BD e PN in vece di BF nella 
proporzione di sopra, si ottiene quella de’ lati 
omologhi AB : MN CB PN. E collo stesso 
metodo prendendo sopra AC da A la parte 
eguale a MP e tirando la parallela a CB , si 
dimostra AB : MN :: AC : MP. Lo che ec. 

VI.® inverso. Se due triangoli hanno i lati 
proporzionali , devono essere simili. 

Avendo per ipotesi he due proporzioni AB : 
MN :: CB : PN :: AC : MP, si deve provare l’an- 
golo C = P, A = M, B — N. 
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Si prenda BD = MN, e tirando DF paral- 
lela a AC, si forma ’l triang. DBF simile a 
ABC * ; e noi veniamo provando ’l triangolo * 
«lato MNP eguale a DBF per indi conchiuderne 
la similitudine con ABC. Ed in vero i trian- 
goli simili ABC, DBF danno la i* proporzione 
AB : BD :: CB : BF * cogli stessi primi tre ter- 
mini di quella dell’ipotesi AB : MN :: CB : PN, 
essendo per costruzione BD = MN; lo ohe im- 
porta l’eguaglianza de’ quarti termini BF e PN. 
Nè altrimenti accade per la a* proporzione 
AB : BD :: AC : DF degli stessi triangoli simili 
rispetto all’altra dell’ipotesi AB : MN :: AC : MP, 
dalle quali si deduce DF = MP. 

In questa guisa i due triang. DBF , MNP 
sono rispettivamente equilateri e quindi egua- 
li * ; si ottiene adunque l’ang. B==N, BDF 
(= A) = M, BFD (— C) = P. Lo che ec. 

VII.* Due triangoli , che hanno rispettiva- 
mente un angolo eguale compreso fra lati 
proporzionali , sono simili. 

Sia per ipotesi l’ang. B = N, e AB : MN T: 
CB : PN; io dico dover essere l’ang. A = M , 

C = P. • 

Prendendo come sopra BD = MN e tirando 
DF parallela a AC, si ha la solita proporzione 
AB : BD ( = MN ) :: CB : BF * co’ primi tre 
termini comuni a quella dell’ipotesi, e quindi 
si deduce BF = PN. Così i due triang. DBF, 
MNP hanno rispettivaménte eguali gli ang. B, 
N, ed i lati, che li comprendono; dunque que- 
sti triangoli sono eguali *, e danno Bang. BDF ‘ 
(=A) = M, BFD '(— C) = P. Lo che ec. 

Scolio. Ne’ triangoli simili si uniscono ciu- 


ii. I. •Scoi. 


» y ® 


* ii. V.» 


* V* 


n. ni*. 
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que condizioni, cioè lic pc’ tre angoli rispet- 
tivamente eguali e due per le due proporzioni 
de’ lati omologhi; e date due condizioni s’in- 
cludono le altre tre, purché le due siano sopra 
l’eguaglianza degli angoli, o sopra le propor- 
zioni de’ lati omologhi, o pure una sopra l’egua- 
glianza degli angoli ed una sopra la propor- 
zione de’ lati che li comprendono. Clic se i lati 
proporzionali non fossero intorno agli angoli 
eguali, allora si avrebbe un caso dubbio di si- 
militudine analogo a quello dell’eguaglianza di 
due triangoli. Imperciocché supponendo l'an- 
golo A = M e AB : MN :: CB : PN , si dimo- 
stra BF = PN; ma dubbia riesce l’eguaglianza 
de’ triang. DBF, MNP con due lati c l’angolo 
* ir. VI.® omologo rispettivamente eguali *, e quindi la 
similitudine de’ triang. ABC, MNP da quella 
eguaglianza dipendente. 

Fig. 91. Vili." La retta AD,' che divide in mezzo 
Vang. A di un triangolo' qualunque BAC, seca 
il lato opposto cioè la base BC in due seg- 
menti CD, DB proporzionali a’ lati adiacenti 
CA, AB. 

Si tiri da B una parallela a AD, e si pro- 
lunghi CA sino aH’incontro della stessa in F : 
allora resultano eguali gli angoli corrispondenti 
* 6. V.° CAD, F, e gli alterni — interni DAB, FBA *; 
e siccome si ha dall’ipotesi CAD = DAB, così 
si ottiene F = FBA, cioè il triang. FAB è iso- 
# t).TI e Cor. r. scele ’, dando AF = AB. Intanto nel triangolo 
CFB la parallela. AD alla base, FB divide i lati 
* III.® CF, CB, in parli proporzionali fra loro *, cioè 
si verifica la proporzione CD : DB :: CA : AF; 
ma si è provato AF =AB; dunque CD : DB 
;; CA : AB. Lo che ec. 
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IX. 0 inverso. Se la retta AD guidata dal 
vertice A di un triangola qualunque BAC di- 
vide la base BC in due segmenti CD, DB 
proporzionaci a ’ lati CA , AB adiacenti , io 
dico che la retta A.D deve dividere in mezzo 
l’angolo A. 

Si prolunghi CA, finche si faccia AF — AB, 
e ,si tiri BF onde formare ’l triangolo isoscele 
ABF cogli angoli alla base BF eguali F e ABF*. 
La proporzione dell’ipotesi CD : DB :: CA : AB, 
sostituendo AF in vece di AB, si converte in 
CD : DB :: CA : AF; onde la retta AD, che di- 
vide proporzionalmente i lati CB, CF del trian- 
golo CBF , è parallela a BF *. Le due paral- 
lele AD, BF danno DAC==F, DAB = ABF*, 
e quindi dall’eguaglianza di F e ABF quella 
si argomenta di DAC e DAB; lo che ec. 

X. u In qualunque trian gotto le tre rette gui- 
date da’ vertici a ’ mezzi de’ lati opposti si 
secano nello stesso punto e proporzionalmen- 
te , essendo ’l rapporto de * due segmenti di 
ogni retta quello de’ numeri 2:1., 

Da’ vertici A, B del triang. ABC a’ punti 
di mezzo D, E de’ lati opposti BC, AG si gui- 
dino le rette AD , BE , che si secano in M ; 
se dal vertice C si tira per M la retta CMF, 
io dico da prima essere F il mezzo di AB. 

Congiungcndo i punti D, E colla retta DE, 
questa divide proporzionalmente i lati BC , 
AC, dividendoli in metà, e come tale resulta 
parallela a BA formando ’l triang. CDE si- 
mile a CBA*,da cui ne deriva la proporzione 
(J) CB : CD ;; BA : DE *. Ora per ragione dei 
triangoli simili MAB,MDE* si ha la proporzione 


*9.n°Cor. 1 . 


*IV.« 

* 6 . V-* 


Fìg. ga. 


* IV.» 

* 1 1 . 1 ° Seoi. 

* V.» 

Scol. 
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(B) -BA : DE :: AM : MD, che comparala col- 
l’altra AM : MD :: AF : DO de’ triangoli simili 
MAF, MDO dà BA : DE :: AF : DO; e quindi 
la proporzione (A~) si converte nella seguente 
CB : CD ;; AF : DO. Ma i triangoli simili CBF, 
CDO somministrano la proporzione CB : CD ;; 
BF : DO : dunque si ottiene in fine AF : DO 
:;BF : DO o sia AF = BF, ch’è quanto a dire 
il punto F è ’l mezzo di AB. E cosi resta pro- 
vato che le tre rette AD, BE, CF guidale dai 
tre vertici a’ mezzi del lati opposti si secano 
in un punto. 

In riguardo poi alla proporzionalità de’ seg- 
menti , comparando le due proporzioni (A) e 
( 5 ) di sopra, si stabilisce CB : CD AM : MD; 
ma CB = aCD; dunque AM = aMD. Di più 
il rapporto di AM : MD eguaglia l’altro di BM : 
ME per ragione de" triangoli simili MAB, MDE; 
mentre si ha BM : ME ;; CM : MF, quando si 
congiungono i mezzi F, E de' lati AB, AC 
colla retta FE, che resulta parallela a BC * , 
formandosi i triangoli simili MBC , MEF. In 
questa guisa adunque i tre rapporti di AM : 
MD, BM : ME ; CM : MF resultano eguali; e 
dopo di aver provato AM = aMD, ne conse- 
guita BM="aME, CM = aMF; o sia AM: 
MD BM : ME :: CM : MF ;; i : i. Lo che ec. 

Corollario. lì segmento dal vertice al punto 
di concorso M è J dell’intera retta; perchè 
dalla proporzione AM :MD :: 2 : i si deduce 
AM : AM -f MD ( = AD) ; : a : a + 1 : : 3 : 3 , 

e quindi AM = ^y-. Nella medesima guisa si 

può dimostrare per gli altri segmenti. Se poi 


137 

sì guida per M ad un lalo qualunque «di i trian- 
golo come per es. AB la parallela PQ, questa 
divide gli altri due lati secondo lo stesso rap- 

Ì jorto di 2 : i ; perchè per ragione delle paralle- 
e* si ha CQ : QA :: CP : PB :: CM : MF, e l’ul- 
timo rapporto è quello de’ numeri a : i. 

Scolio. Qui cade in acconcio di unire i 
diversi sistemi di tre rette rispetto al triango- 
lo , che s’ incontrano in un punto , citando i 
luoghi delle dimostrazioni.- Questi sistemi si 
riducono a quattro, e sono i seguenti : i° le tre 
perpendicolari ' elevate da’ mezzi de’ lati agli 
stessi lati *; 2° le tre perpendicolari abbassate 
da’ vertici sopra i lati opposti *; 3° le tte rette, 
che dividono In mezzo gli angoli *; 4° tre 
rette guidale da’ vertici a’ mezzi de’ lati op- 
posti *. 

XI. La perpendicolare AD condotta dal 
vertice A dell’angolo retto sopra V ipotenusa 
BC del triangolo rettangolo BAC, lo divide 
ne ’ due triangoli BDA, CDA simili all'intero 
e fra loro. - . 

Imperciocché i due triang, BDA, BAC oltre 
all’angolo retto .BDA = BAG hanno l’angolo B 
comune, e come tali sono simili*, resultandone ' 
il 3° ang. BAD = C; e la stessa considerazione 
vale pe’ triang. CDA, BAC coll’angolo retto 
CDA = BAC e coll’ang. C comune, che danno 
il 3° ang. CAD = B. Onde i due triang. BDA, 
CDA, che sono simili all’intero BAC, sono si- 
mili - fra loro; e ciascun angolo al vertice A 
corrisponde eguale all’angolo alla base del trian- 
golo rettangolo BAC ma- posto all’altro lalo di 
AD, -cioè BAD = C, CAD = B, lo che è ne- 


* ili. - 
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cessarlo di sapere onde determinare in seguito 
i .lati omologhi per le proporzioni. 

Corollario i.° Considerando i triangoli si- 
mili BDA, CDA, si possono prendere i lati 
BD, AD del i° triangolo, e definire gli omo- 
loghi nel a°, che sono AD omologo a BD per 
ragione di BAD = C, e DC omologo a AD per 
ragione di CAD = B ; dunque ’l rapporto di 
• V.» BD : AD è eguale all’altro di AD : DC *, cioè 
si ha la proporzione continua H BD ; AD:DC, 
e si dice la perpendicolare AD media propor- 
zionale fra i segmenti BD, DC dell* ipotenusa. 
(Alg.‘ n.° 173). 

Corollàrio 2. 0 Considerando poi ’l triangolo 
totale BAC ed uno de’ parziali per es. BDA, 
all’ ipotenusa BC del 1° corrisponde omologa 
l’ipotenusa AB del 2 0 , e ad AB come lato del 
i° è omologo ’l lato BD del 3 0 per ragione 
di BAD = C ; si ha dunque la proporzione 
continua H BC : AB : BD, cioè ’l cateto AB è 
medio proporzionale fra l’intera ipotenusa BC 
e ’l segmento BD; ed un’analoga ne sommini- 
strano lo stesso triangolo totale BAC e l’altro 
parziale CDA, ch’è H BC : AC : CD. ónde si 
dice in generale che qualunque cateto è me- 
dio proporzionale fra Cinterà ipotenusa e il 
segmento adiacente. 

Corollario 3 .° Se i lati del triangolo ret- 
tangolo BAC si riferiscono ad una misura co- 
mune e si esprimono in numeri, ciascuna delle 
proporzioni continue del corollario 2° si può 
convertire nella corrispondente eguaglianza della 
3* potenza o sia del quadrato del medio e del 
prodotto degli estremi (Alg.* n.° 173), cioè si 
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ottiene AB’ =BC x BD, AC* = BC X CD, 
di cui la somma resulla 
AB 4 + ÀC’=BGxBD + BCxCp = 
BC[BD + CD] = BC x BCo sìa AB’ -f- AC’ = 
13 C*; e quindi,. si. /Stabilisce che la 2° potenza 
o 7 quadrato dell’ ipotenusa è eguale alla 
somma delle 2* potenze o de’ quadrati dpi 
cateti. 

Scolio. II teorema del corollario 3 °, che noi 
abbiamo riguardato come numerico, è pure geo- 
metrico, e si estende ai caso degl’incommensu* 
labili, dimostrandosi nel seguito essere i qua- 
drati geometrici fra loro come le 2 e potenze 
de’ lati. (V. § 18. V.® Cor.). Questo teorema 
si attribuisce a Bitta gora, e noi veniamo qui 
appresso esponendo lo stesso indipendentemente 
dalla .teoria delle proporzioni. 

XII.* Se sopta i tre lati del triangolo ret- 
tangolo BAC si costruiscono • tre quadrati * , ' 
dev'essere 7 quadrato BCFD dell' ipotenusa * 
eguale alla somma de' due quadrati ACHT, 
ABKN de’ cateti. 

Dal punto B tiro BP perpendicolare a BA, 
che resulta parallela a AC*, e per ragione 
doll’ang. ABK retto del quadrato corrisponde 
ab'prcj unga mento di KB*; tiro CP perpendi- 
cfdarcy a‘ CA, cioè parallela a AB, e posta nel 
prolungamento di HC per ragione dell’angolo 
retto ACII , che incontra pure perpendicolar- 
mente BP parallela ad AC *; 0 in altri termini 
prolungo KB, HC sino al loro incontro in P, 
c così formo ’1 parallclog. BACP* co’ quattro 
angoli retti, ch’è propriamente un rettangolo*, 

>7 
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* la. II». e dà '1 triang. BPC = BAC *. Inoltre dal punto 
F tiro FQ perpendicolare 6opra CP prolungata 
• 6. I.» in Q, che viene ad essere parallela a BP *; e 
dal punto- D tiro DL perpendicolare sopra BP, 
•6. 11° Scol. che lo è pure a FQ prolungata in I *. In que- 
sta guisa ’l quadrato dell’ipotenusa si scompone 
ne’ quattro triang. BPC, CQF, FID, DLB ret- 
tangoli in P, Q, I, L, e nel quadrilatero ILPQ 
co’ quattro angoli retti; or io dico essere i 
quattro triangoli eguali al dato triangolo ret- 
tangolo BAC, e ’l quadrilatero esprimere ’l qua- 
drato formato sopra la differenza de* cateti 
AC, AB. 

Imperciocché , avendo riguardo al triangolo 
BPC rettangolo in P, l’angolo acuto CBP ha 
*9.III°Cor.3 per complemento l’altro angolo acuto BCP*-, 
e FCQ ha lo stesso complemento BCP per ra- 
gione dell’angolo retto FCB del quadrato; quin- 
di si ottiene CBP = FCQ. Similmente sono 
eguali gli ang. FCQ e DFI, avendo ’l comple- 
mento comune CFQ ; e gli angoli DFI, BDL 
col complemento comune FDI. Siamo ora in 
istato di considerare i quattro triangoli rettan- 
goli BPC; CQF, FID, DLB, di cui le ipote- 
nuse BC, CF, FD, DB sono eguali come lati 
dello stesso quadrato BCFD, e l’ang. CBP = 
FCQ DFI = BDL, ciò che basta per' la loro 
*n.iy°Scol. eguaglianza *; e- siccome ’l triang. BPC egua- 
glia BAC, cosi si conchiude che gli a.n zidetti 
quattro triangoli sono eguali al dato BAC, de- 
ducendosi AC = BP = CQ = FI = DL, AB= 
CP = FQ — DI = BL. Osservando in fine i 
lati del quadrilatero ILPQ, si discopre essere 
ciascuno di essi la differenza di due cateti presi 
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in due triangoli diversi, cioè IL = DL — DI , 

LP=.BP — BL, PQ = CQ — CP, QI = FI 
— FQ, ch’è , quanto a dire 1L = LP = PQ = 

QI = AC — AB; onde ’l quadrilatero ILPQ co- 
gli angoli retti ed i lati eguali resulta qua- 
drato ee. 

In riguardo a’ due quadrati ACHT, ABKN 
de’ cateti-, si noti da prima dover essere AT 
in diretto di AB e AN di AC per ragione de- 
gli angoli retti CAT e CAB, NAB e CAB; 
per lo che prendendo AR = AB e guidando 
per R la perpend. RO sopra AT, che occorre 
in O al lato KN prolungato, si forma ’l qua- 
drato ARON = ABKN; e noi in vece de’ due 
quadrati de’ cateti opposti al vertice veniamo 
considerando i due adiacenti ACHT, ARON, 
onde effettuare la stessa scomposizione del qua- 
drato dell’ipotenusa BCFD. r 

Ed in vero si prenda C'M = ÀB, si condu- 
cano da M le rette MH, MO, e MG perpen- 
dicolare sopra AC, che lo è pure a OR pro- 
lungata in E ed a TH; così si mettono in chiaro 
i quattro triaug. MCH, MGH , MNO , MEO 
rettangoli in C, G, N, E, e ’l quadrilatero 
EGTR co’ quattro angoli retti, che si devono 
qualificare come sopra. Giacché i due triangoli 
rettangoli BAC , MCH sono eguali*, avendo • u. in.» 
AB = CM, AC = CH; e ’l triang. MCH =s MGH 
per lagione del rettangolo MCHG*..Dipiù il * 12 . II.» 
triang. BAC eguale resulta a MNO*: perchè * n. 1II.° 
AB = NO, e CM = AB secondo la costruzione, 
o sia CM = AN per l’aggiunta di AM si con- 
verte in CM +' AM= AN +AM cioè AC ±= NM; 
e ’l triaug. MNO è eguale a MEÒ, essendo 
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MNOE rettangolo. I quattro triangoli adunque 
MCII, MGH, MNO, MEO sono tutti eguali al 
dato BAC, e qualunque lato del quadrilatero 

* alla differenza corrisponde de ! due cateti , es- 
sendo per es. EG = MG — ME = AG AB, 
GT = TH — GII = AC — AB, ec. 

Laonde 1 quadrato dell’ipotenusa da una parte 
e la somma de’ quadrati de’ cateti dall' altra 
negli stessi elementi si scompongono, che sono 
quattro triangoli rettangoli eguali al dato ed 

un quadrato sulla differenza de’ cateti, e quindi 

si conchiude la eguaglianza enunciata; lo che ec. 

Scolio. Se ’l dato triangolo réttangolo è iso- 
scele, la differenza de’ cateti è zero , e quindi 
svanisce nella- scomposizione 1 quadrato della 
Fìg. 95. anzidetto differenza. In questo caso le due dia- 
gonali BF, GD si tagliano ad angolo retto in 
L, formando i quattro triangoli isosceli, BLC, 
i2.1X°Cor. CLF, FLD, DLB eguali fra loro* e al dato 
BAC. E nella stessa guisa per mezzo delle dia- 
gonali AH, ÀK. in quattro triangoli isosceli 
eguali ; al dato- si scompone la somma de’ qua- 
drati eguali de’ cateti , formando le due dia- 

* 2. VI.° gonali AH, AK l’unica retta HAK * per ra- 
iu.TX°Cor. gioire dell’eguaglianza CAH = NAK = 4 ^ 0 *• 

Corollario . Questo teorema ’l mezzo ci ap- 
presta onde trovare ’l rapporto fra la diagonale 
Fìg. 96. AC e ’l lato AB del quadrato, che resulta in- 
commensurabile. Ed in vero ’l triang. ABC ret- 
tangolo in B ed isoscele dà la nota eguaglianza 

ÀC’ = AB’ -f BC' o sia AC’ = aAB^che può 

risolversi nella seguente proporzione AC :AB 
:: 3 : 1 (Alg.* n.° 1 7 1 ) , ed estraendo la ra- 
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ilice quadrataceli tutti i termini, si ottiene AG 

: AB :: V2 : i (Alg.* n.° 174)» cioè a dire ^ 

~Va, cli’è incommensurabile (Alg. n.° 130). 
IL rapporto adunque della diagonale al lato 
del quadrato è incommensurabile , come quello 
che si esprime da 1° che forma l’esempio 
più ovvio onde persuadere i giovani dell’esi- 
stenza delle quantità incommensurabili nella 
geometria non altrimenti che nell’aritmetica , 
da cui l’obbligo ne deriva di dimostrare le pro- 
porzioni col metodo esposto nel teor. III.® 
XIII. 0 inverso. Se nel triangolo BAC il qua- 
drato del lato BC eguaglia la somma dei 
quadrali de lati B^l, AG, io dico dover es- 
sere ’l triangolo rettangolo in . A. 

Dal punto A si tiri AD perpendicolare so- 
pra AG ed eguale a BA, e si congiunga DC. 
11 triang. DAC rettangolo in A somministra 

DC’ =! AD’ -j- AC* * = BA 1 -J- AC’ per ragione 
di AD = BA; ma per ipotesi BC “ BA* -f- 

AC ; dunque DC =BC o sia DC = BC. CJosì 
i triang. BAC, DAC rispettivamente equilateri 
sono eguali*, e danno Bang. BAC DAC 
= 90°; lo che ec.- 

§ l5. DELLE LINEE PROPORZIONALI NEL CIRCOLO, 
E de’ PROBLEMI SULLE PROPORZIONI. 

Teoremi. 

I.° La perpendicolare MP, che fi conduce 
da un punto qualunque M della circonferenza 


Fig. 97. 


* xn<>. 


* 11. v.» 


F‘g- 9*. 
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sopra 7 diametro AB, è media proporzionale 
fra i due segmenti AP, PB dello stesso ; ed 
all’ inverso se la perpendicolare condotta da 
qualsisia punto M sopra AB è media propor- 
zionale fra AP, PB, deve 7 punto M appar- 
tenere alla circonferenza descritta sopra AB 
come diametro. . 

Avendo riguardo alla propcsizione diretta 
enunciata nel teorema, si tirino le due corde 
*8.II°.Cor.4 AM, BM , die formano l’angolo retto AMB *; 

e quindi la perpend. MP guidata dal vertice 
M dell’angolo retto sopra l’ ipotenusa AB dei 
triangolo rettang. AMB resulta media propor- 
zionale fra i segmenti AP, PB della ipotenu- 
* i 4 - XI. 0 sa *. Lo die ec. 

Cor. r. Avendo poi riguardo alla proposizione inver- 
sa , cioè se si ammette l’ipotesi di MP media 
proporzionale fra AP e PB , è giocoforza che 
la circonferenza di diametro AB passi per M, 
altrimenti- ne proverrebbe in forza della propo- 
sizione diretta un’altra media proporzionale de- 
terminala fra P e ’l punto d’incontro del cir- 
colo colla perpend. PM; il che è assurdo (Al- 
gebra n.° 172). Dunque ec. 

Scolio. La proposizione diretta di questo teo- 
rema c’insegna che di due archi circolari com- 
presi fra gli stessi punti M, M' quello di raggio 
maggiore più si avvicina alla linea retta MM', 
cioè resta inviluppato dall’altro di raggio mi- 
nore. ConCiossiachè i centri de’ circoli , che 
passano per M , M' , devono essere nella per- 
*7.1.° Scol. pendìcolare AB guidata al mezzo P di MM' 

e supponendo descritto ’l i° circolo di centro 
C e raggio CM , si ha H AP : PM : PB o sia 
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pai J • " 

AP X PB = PAI* e AP = Ora se si de- 

rH 

scrive un 2° circolo di centro C', cui corrisponde 
un raggio maggiore diCM*, resta costante la per- * 3 - IV.® 

pendicolare PM e quindi il numeratore PM ; ma 
si aumenta ’l denominatore , che resulta PB' 

> PB ; dunque è giocoforza che diminuisca il 
valore del fratto cioè AP, riducendosi ad A'P 
(Aritm.* n.° 68), o sia il a* circolo -incontra 
in A' la linea de’ -.centri, ch’è quanto a dire 
Parco del 2 U circolo compreso fra M, M' è in- 
viluppato dall’arco MAM' del i°, e. come tale 
più si avvicina alla linea retta MM'. Che se ci 
piacesse d’immaginare ’l centro ad una distanza 
infinita, il denominatore diverrebbe infinito, e 
“ • PM 1 

si avrebbe AP= =0 (Alg.“ n. 5 q), cioè 

l’arco circolare di raggio infinito si confonde- 
rebbe colla retta M!\P ; il che propriamente 
esprime ’l caso del limite , cioè a dire P arco 
circolare si accosta sempre più alla sua corda, 
come aumenta ’l raggio, sebbene non possa mai 
coincidere colla stessa. In seguito ci faremo a 
definire quale sia ’i più lungo fra questi due ar- 
chi, l’uno inviluppante e l’altro inviluppato, che 
si comprendono negli stessi punti estremi. (Vedi 
§ 18. Lemma av. X.° Scolio). 

II. 0 Se le due corde AD, BG si secano , F*g- 99. 
il rapporto di una parte della i a ad una parte 
della 2" come per es. di AO a BO è inverso 
o ‘reciproco del rapporto dell' altra parte della 
1° all’ altra parte della 2" cioè di DO a CO, 
ch’è quanto a dire le parti delle due corde 
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, sono reciprocamente proporzionali. (V. Alg. 
n. 21 3. 2° casp).. 

Tirando le due corde AB, CD, si formano 
•n.Def. i. i due triang. AOB, COD simili*, come quelli 
che 'hanno eguali gli ang. ABO e CDO, BAO 
•8.II«Cor.3. e DCO *; si ha dunque la proporzione de’ lati 

• i4- V.® omologhi * AQ : BO CO : DO. Lo che ec. 

Fig. ioo. • JII.° Se dal punto A preso fuori del cir- 
colo si guidano le due secanti AB , AC , il 
loro rapporto è inverso di quello delle parti 
esterne AH, AL comprese fra ’l punto A e la 
circonferenza , o sia le intere secanti sono re- 
ciprocamente proporzionali alle parti esterne - 

Guidate le due corde BL, CH , si hanno i 
due triang,- ABL, ACH simili per ragione" del- 
*8.n»Cor.3. J’ang; A comune e dell’a-ng. ABL = ACH*; e 
«4- V.° quindi ne deriva la proporzione * AB : AC :: AL 
: AH. Lo che ec. v ‘ 

F'g. IO!. JV.° Se dal punto A fuori del circolo si 
tirano la secante AB e la tangente AM, sagà 
la tangente AM media proporzionale fra l’in- 
tera secante AB e la parte esterna AH. 

Congiungendo HM, si ottengono i due trian- 
goli AMB, AMII coll’ang. A comune, e l’angolo 
*8.IIoCor.2. ABM = AMI! *; dunque i due triangoli sono 
simili, ed i lati AB, AM del i° proporzionali 

• i3. V.° agli omologhi rispettivamente AM, AH del 2 U * 

cioè H AB : AM : AH, Lo che ec. . 

Scoliti 1 .” Questi quattro teoremi si ridu- 
cono alla seguente enunciazione generale: due 
rette che si secano dentro o fuori del cir- 
colo , hanno le parti comprese fra ’l punto 
d’incontro e la circonferenza reciprocamente 
proporzionali. Ne’ teoremi I e II il punto d’in- 
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contro è dentro al circolo, e il teorema I è un 
caso particolare del li: giacché ’l diametro AB Fìg. g8. 
è una dalle corde, e la perpend. MP è la metà 
dell’altra *; onde la proporzione del teorema li * 4- 
ha i due medi eguali a MP, e si converte nella 
continua del 1°. Il teorema 111“ suppone ’l punto 
d’incontro fuori del circolo, e ’l 1V“ è una tra- 
duzione del 111°, divenendo tangente una delle 
due secanti ¥ , nel quale caso la tingente rim- *5.IY.«Scot, 
piazza i due medi formati dall’intera secante 
e dalla sua parte esterna. 

Scolio 2 ." Questo teorema generale sulla 
proporzione delle parti di due rette, che si se- 
cano nel circolo, e precisamente il 1“ da noi 
considerato ci abilita a stabilire per mezzo di 
un’equazione il rapporto di posizione de’ vari 
punti della circonferenza rispetto ad uno dei 
suoi diametri per es. AB, abbassandovi da un 
punto qualunque M della circonferenza la per- 
pend. MP , cui si dà ’l nome di oi dinaia , e 
si dice ascissa relativa a questa ordinata MP la 
parte del diametro compresa fra restremità A‘, 
ch’è l’origine della ascisse , e ’l piede P di MP, 
indicandosi insieme l’ordinata MP e l’ascissa 
AP. col nome di coordinate - del punto M. Si 
supponga MP=j-, AP = jt, essendo y e x 
due quantità variabili , come quelle che ven- 
gono a cangiare, variando il punto M; il rag- 
gio del circolo, ch’è una quantità costante, si 
indichi per r; e qui ei proponiamo di ritrovare 
un’equazione fra y, x , r, affinchè si abbia i-l 
valore di una delle coordinate in funzione del- 
l’altra. A quest’oggetto basta la proporziono con- 
tinua * HÀP:MP:PB, in cui sostituendo i *1.» 

j8 ' 
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valori di AP±= x, MP — J-, PB = AB — AP 
= ar — x, si deduce H x : y : ar — x, e quindi 
(^) ^•* = 3 r.r — a:’ (Alg.“ n, ° , 7 3 )i c ^ ie 
dicesi equazione del circolo coll’ origine delle 
ascisse all’eBtremità del diametro- Questa equa- 
zione (^) dà y = iV ( ara? — a? 1 ) cioè due 
valori eguali dell’ordinata y ma di segno con- 
trario (Alg.‘ n.° 1 33 ), ch’è quanto a dire alla 
stessa ascissa x per es- AP devono corrispon- 
dere due ordinate , di cui la positiva -f- y è 
certamente MP da noi posta in modo assoluto, 
e la negativa — y non può essere che ’l pro- 
* 4. I.» lungamento di MP o sia M'P = MP *, che si 
riferisce al punto M' posto al di sotto del dia- 
metro AB alla stessa distanza' del punto su- 
periore M. In questa guisa l’Algebra ci som- 
ministra ’l resultamelo analogo alla nota pro- 
prietà del diametro, che divide in mezzo la 
corda, cui è perpendicolare; e si stabilisce in 
geometria, che fissando come positive le ordi- 
nate de’ punti della curva posti dalla stessa 
parte del diametro AB, cui si dà il nome di 
asse delle ascisse , si devono riguardare come 
ordinate negative quelle de’ punti posti dal- 
l’altro lato deU’asse , corrispondendo l’ordinata 
negativa M'P in direzione contraria della po- 
sitiva MP. 

Si può lorigine delle ascisse stabilire al cen- 
tro C, nel quale caso all’ordinata MP =y cor- 
risponde l’ascissa CP = x; per lo che volendo 
l’equazione del circolo per queste coordinate , 
si deve nell’equazione (^/) in vece di x = AP 
sostituire il valore di AP =CA — CP == r — x, 
- il chedà j-’ = 3r(r — «r)-^-(r — x)' = r 1 — x 1 ) 
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la quale equazione si sarebbe anche dedotta 
dalla stessa proporzione h AP : MP : PB, so- 
stituendovi A P=Fr — MP=^, PB = CB+ 
CP = r -f- x, essendo allora y' = (r — x)(r-f-.r) 
cioè (B) y % =? r* — x', che s’intende sotto ’l no- 
me di equazione al circolo coll’origine delle 
ascisse al centro. ^Questa equazione (2?) non 
altrimenti di ( A ) ci somministra i due valori 
j = ± V (r* — x') , donde dipende la teoria 
delle ordinate positive e negative; ma di più 
essa non si altera affatto pel cangiamento di x 
in — x (Alg.“ n.°- 79), mentre un simile can- 
giamento in (^/) avrebbe dato^’ = — a rx — x' 
e quindi le radici immaginarie di y (Algebra 
n.* 1 33 ). A quest’oggetto si rifletta che nel 
caso, dell’equazione ( B ) per tutti i valori as- 
soluti di x presi dal centro -C verso A restano 
soltanto definite le ordinate de’ punti della se- 
micirconferenza EAF, e che per definire quelle 
dell’altra semicirconferenza EBF è giocoforza 
prendere le ascisse in. direzione contraria da C 
verso B ; queste sono appunto le ascisse nega- 
tive in contrapposizione a quelle di C in A , 
cbe sono le positive ; e ciascuna ascissa nega- 
tiva dà lo' stesso sistema di ordinate "ÌLy del- 
l’eguale ascissa positiva , il che è conforme al 
dettato della geometria circa l’eguaglianza delle 
corde equidistanti dal centro*, di cui le metà 
esprimono qui le ordinale. jNon avviene però 
lo stesso nel caso dell’ equazione (-<Z), in cui 
tutti i punti' della circonferenza hanno le ascisse 
da A in B cioè positive; onde volendone sup- 
porre negative, l’algebra risponde coll’assurdo 
del valore immaginario delle ordinato, e così 
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ci fa intendere l’impossibilità di esistere punti 
della curva corrispondenti a simili ascisse. 

Questo articolo si appartiene propriamente 
ad un altro ramo di geometria, che dicesi ana- 
litica, dove si rende ancora più generale l’e- 
quazione del circolo, prendendo come asse delle 
ascisse una retta qualunque; noi qui ne abbia- 
mo fatto un cenno per quello che possa ri- 
guardare la trigonometria. 

V.®, Se da qualsisia vertice di un triangolo 
si tira la perpendicolare sopra ’l lato oppo- 
sto , che dicesi base , si ottiene la seguente 
proporzione : la base sta alla somma de dire 
lati come la differenza degli stessi sta alla dif- 
ferenza de’ segmenti della base, quando la per- 
pendicolare cade dentro al triangolo , o pure 
alla somma de’ segmenti anzidetti, quando la 
perpendicolare cade fuori , intendendoci per 
segmenti le porzioni della base comprese fra 
l'uno o l'altro vertice e ’l piede della perpen- 
dicolare. ■ 

Sia ’l triang. BAC , e la perpend. AD ab- 
bassata dal vertice A sopra la base BC vi cada 
dentro, ciò che suppone gli ang. B e O tutti 
e due acuti *. Se col centro A e col lato più 
piccolo AC come roggio si descrive un circolo, 
che seca in N il lato più grande AB, e si pro- 
lunga AB sino all’incontro della circonferenza 
in M , allora si stabilisce la nota proporzione 
BC ; B\I :: BN : BT fra l’ intere secanti e le 
parti esterne *. Ora si ha BM = BA + AM = 
BA -f AC,- BN = BA — AN = BA — AC, BT 
= BD — DT = BD — DC *; per lo -che sosti- 
tuendo questi valori nella proporzione , si ot- 
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tiene BC : BA + AC :: BA — AC : BD — DG 
giusta l’enunciazione del teorema. 

Se poi si suppone ottuso bang* ACB, la per- Fig. io3. 
pendicolare AD cade fuori del triangolo sopra 
la base BC prolungata al di là di C * : si * 9- V.° 
descrive come sopra ’l circolo ma si prolunga 
BC sino in T; e si può stabilire la stessa pro- 
porzione BC : BM :: BN : BT, che si converte 
in quella enunciala BC :BA -j- AC i: BA — AC 
: BD -f- DC, attesa la riduzione dell’ultimo ter- 
mine BT =5 BD -j- DT =BD -J- DC*. Lo che ec. * 4- 

FIOBLE Mi. 

t.° Date le tre rette, di determinata gran - Fig. 104 . 
dezza a, b, c, ritrovare la quarta proporzio- 
nale. . 

Tirando le due rette indefinite AM, AN sotto 
un angolo qualunque A, si prenda per mezzo del 
compasso sopra AM la parte AB = u, sopra AN 
la parte AC = b, e di nuovo sopra AM la parte 
AD = c) si uniscano i punti B, C colla retta 
BC, e da D si tiri DE parallela a BC *, che * 6. Probi, 
determina la quarta proporzionale AE. Perchè 
la retta BC parallela a DE seca proporzional- 
mente i lati AD , AE * , cióè si ha AB : AC * *4- DI.» 

AD : AE; ed i primi tre termini sono rispet- 
tivamente eguali alle tre rette date. 

a.” Date le- due rette a, b, ritrovare la Fig. io5. 
terza proporzionale . 

Questo problema si riduce al precedente, sup- 
ponendo i due medi della' proporzione eguali 
alla retta b ; per lo che dietro avere definito 
le prime due parti AB = a, AC — b si ritorti» 
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a prendere sopra AM la parte AD=AC = A, 
si congiunge BC e si lira DE parallela a BG 
come, sopra. In' questa guisa la proporzione AB 
: AC :: ÀD : AE diviene continua, essendo AG 
= AD; ed AE esprime la terza proporzionale 
dietro le due rette date. 

Fig. 106. 3 .° Date le due rette a, b, ritrovare la 

inedia proporzionale. 

Dallo stesso punto P di una retta indefinita 
si prendano le due parti PA = a, PB==Z<; so- 
pra AB come diametro si descriva un semicer- 
chio, e da P s’innalzi PM perpendicolare a AB, 
che corrisponde alla media proporzionale fra 
* I.» AP c PB ». 

Fìg. 107. 4. 0 Dividere la data retta AB in tante parti , 

in quante è divisa ae, in modo che le parti 
di ÀB abbiano rispettivamente lo stesso rap- 
porto delle parti ab, bc, cd, de della retta ae. 

Tirando da A sotto un angolo qualunque la 
retta AC = ae, vi si segnino le parti AH = aA, 
IIG —bc, GE = cd, EC — de; £ conducendo 
CB, si guidino da’ punti H, G, E le parallele 
HI, GF, ED a CB, le qrlali dividono AB in 
altrettante parti di AC, ciré conservano, i ri- 
i/i ItrCor. spettivi rapporti *, cioè si ha AI : IF :: AH : HG, 
1 F ; FD :: HG : GE; ec. 

Scolio. Questi problemi si potrebbero ri- 
solvere aritmeticamente , supponendo le linee 
espresse in numeri (Alg.* n. 1 172 e 2-17); ma 
la geometria offre il vantaggio di trattarli gra- 
ficamente, descrivendo le figure dietro le linee 
date, e comprende ancora ’l caso degl’incom- 
mensurabili, dando le linee esatte, ciò che sa- 
rebbe impossibile la mercè delle operazioni arit- 
metiche. 
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5. ” Dividere la data retta AF in un deter- 
minato , numero di parti eguali. ' 

Si tiri per A la solita retta indefinita A1VT, 
sopra cui i piacimento si prendano lo stesso 
numero richiesto di "parti eguali per es. le cin- 
que AG = GH = HK — KI = IL; si congiun- 
gano i punti L, F con LF, e da’ punti segnati 
G, H, K, I si guidino le parallele GB, HC, 
KD , IE a LF , le quali vanno a determinare 
sopra AF le cinque parti eguali AB, BC, CD, 
DE, EF *. 

6. ° Si propone di costruire una scala , in 
cui si possano leggere le divisioni e suddi- 
visioni di una data lunghezza come per es. la 
canna , i palmi , e gli ottavi di palmo. 

Prendendo ad arbitrio la retta AB per rap- 
presentare ’l palmo, vi s’innalzi là perpendico- 
lare A<C, sopra cui si segnino a piacimento otto 
parti eguali; e congiungendo CB, si tirino dai 
punti di divisione i,a,3, ec. le parallele in, 
uh , 3c , ec, a AB , di cui ciascuna deve in- 
dicare ’1 numero segnato di ottavi rispetto a 
AB. Imperciocché per ragione de’ triangoli si- 
mili colle basi parallele * si ha la serie delle 
proporzioni * 

Ci : CA :: i a : AB 
Ca : CA a b : AB 
C3 : CA :: 3c : AB 
ec. ec. 

ma Ci, Ca, C3, ec. corrispondono a i, a, 3, 
ec. ottavi di CA; dunque i a, ab, 3 c, ec. de- 
notano i, a, 3, ec. ottavi di AB, cioè le suc- 
cessive parallele comprese fra CA, CB offrono 
gli ottavi di palmo aa x a 7 giusta ’l numero 


log- 108. 


• 14. I.® 


Fig. imj. 


1 i.I.°Scol 
* 14. V.° 
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della segnatura ; e puossi il triaug. CAB de- 
nominare scala degli ottavi di pallilo , per- 
chè effettivamente vi si leggono gli ottavi da 
i sino a 7. 

Si prolunghi AB, e replicandovi altre 7 volte 
la parte AB , si pervenga in C' da cui s’in- 
nalzi C'A' = AC perpendicolare a AC'; si con- 
duca CA'; si prolunghino le parallele in, aó, 
3 c, ec. sino a C'A' , che formano un sistema 
di linee orizzontali ; e da’ punti di divisióne di 
AC' si tirino le parallele a BC, che danno ori- 
gine ad altro sistema di linee trasversali. Così 
uè proviene il triangolo rettangolo C'A'B' =±= 
CAB, che presenta fra C'A', C'B' la stessa serie 
di parallele di CA, CB ma disposte in ordine 
inverso; e tutto ’l rettangaló CAC'À' resta com- 

{ >artito ne’ due triangoli anzidetti, e ne’ paral- 
elogrammi eguali formati sopra le parti eguali 
di BC' e le trasversali; in modo che ciascuna 
parte delle orizzontali compresa fra due tras- 
versali contigue resulta sempre eguale a AB. 
Fìg. 109. bis II rettangolo così disposto si numera, trascu- 
rando le lettere, affinchè più facile se ne renda 
la pratica; e' si denomina scala de’ palmi e 
degli ottavi di palmo, come quella che serve 
a determinare la lunghezza di un numero di. 
palmi sino a 7 insieme ad un numero di ot- 
tavi. 

Ed in vero fissando coll’occhio ’l numero 
Fig. 109. dato de’ palmi nella -base AC' e ’l numero de- 

f li ottavi nell’altezza C'A' dei rettangolo, si deve 
a prima definire ’l punto di concorso della tras- 
versale corrispondente al numero di AC' c dei- 
l’orizzontale relativa a quello di C'A', ed indi 
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sopra l’orizzontale prendere col compasso rin- 
terrano fra ’l punto di concorso e ’l numero 
di C'A', il quale intervallo esprime la lunghezza 
richiesta. Cosi per 5 palmi e 6 ottavi si deter- 
mina ’l punto di concorso x , e sopra la cor- 
rispondente orizzontale l’intervallo x6, essendo 
xG == xm + m 6 = 5 C'. (cinque AB) -+• mG (sei 
ottavi di AB). 

Se poi si vuole la scala di canne ^ di palmi , 
e di ottavi , si prolunga la base AC' per se- 
gnarvi le parti C'G", C"C"', ec. eguali a AC' 
esprimente la canna, essendo AC' otto volte AB; 
da’ punti C", C'", ec. si elevano le perpendi- 
colari eguali a AC , segnandole co’ successivi 
numeri i, a, ec. delie canne come nella figu- 
ra 109 bis; e si .prolungano le lince orizzon- 
tali sino all’ ultima perpendicolare. Allora si 
procede come sopra per determinare 1 punto di 
concorso, avendo riguardo a’ numeri de’ palmi 
e degli ottavi; ma fintervaUo sopra l’orizzon- 
tale si prende dal punto di concorso sino alla 
verticale segnata col dato numero delle canne. 
Così per r canna, 5 palmi, 6 ottavi i num. 
5 e 6 fanno , come sopra definire ’l punto di 
concorso x, e per ragione , di 1 canna si prende 
col compasso l’intervallo xn — xm (5 palmi) 
4- mG (6 ottavi) Gn ( = C'C" = 1 canna). 

La scala così costruita diecsi geodetica, eome 
quella che serve nelle operazioni di geodesia , 
dove si tratta di levar di pianta una sufficiente 
estensione di terreno cioè di rappresentare, in 
piccolo nel disegno proporzionalmente i siti dei 
vari oggetti. In simile caso si sceglie la par- 
ticolare lunghezza AB per esprimere ’l palmo, 

1 0 
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e per mezzo della scala si prendono le distanze 
osservate o calcolate in canne, palmi ed ottavi 
per trasportarle convenientemente nel disegno; 
o pure all’inverso essendo dato ’l disegno re- 
lativo al palmo AB, vi si possono col compasso 
prendere le particolari distanze, che si portano 
sulla scala per farle coincidere fra due punti 
qualunque della stessa orizzontale e quindi co- 
noscerne ’l valore. 

I principii già esposti ci guidano alla for- 
mazione di qualsisia scala rispetto alla lunghezza 
fondamentale AB: se sopra la perpendicolare 
indefinita AG si segnano n parti eguali, ’l trian- 
golo CAB presenta nelle sue parallele la scala 
de’ succceSsivi n’ ,mi di AB; sopra l’indefinita AC' 
si può segnare un numero qualunque di parti 
eguali a AB, e d’ordinario si limita ad espri- 
mere le parti componenti l’unità dell’ ordine 
immediatamente superiore; nel prolungamento 
poi di AC' si possono segnare un numero qua- 
lunque di queste unità. Si può adunque con una 
simile costruzione semplicissima formare una 
scalà pe’ successivi summoltiplici e moltiplici 
di AB secondo qualsisia ordine di summolti- 
plicità o moltiplicità , e ciò secondo l’indole 
del particolare sistema metrico, di cui si vuole 
far uso nel disegno. 

Fig. no. 7. 0 Dividere la data retta AB in estrema 
e media ragione , in modo cioè che uno dei 
segmenti sia medio proporzionale fra V intera 
retta e l’altro segmento • 

» Dall’estremità B s’innalzi BC perpendicolare 

a AB ed eguale alla metà di AB ; si conduca 
CA, e vi si prenda la parte CI = CB ; il re- 
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sto AI si trasporli sopra- AB, descriventi» Para» 
di centro A e raggio AI , che determina AE 
= AI; ed io dico dover essere H. AB : AE : EB. 

- Prima della dimostrazione si descriva il cir- 
colo di- centro C e raggio CB = C1, e si pro- 
lunghi AC sino in M. Allora AB perpendico- 
lare all’estremità del raggio CB resulta tangente 
al circolo * , e partendo dallo stesso punto A 
la secante AM , si stabilisce la proporzione * 
AM : AB :: AB : AI, che si trasforma in AM — 
AB: AB:: AB — Al: AI. Ora si ha per costru- 
zione CI = e quindi aCI o sia IM = AB, 

ciò che riduce ’l 1 0 termine AM — AB a 
AM — 1M = AI = AE; il 3° termine AB — 
AI equivale a AB — AE==EB; e ’l 4 ° ter " 
mine AI a AE. In simile guisa la proporzione 
diviene così espressa AE ; AB :: EB : AE coi 
due estremi eguali, e si converte nella forma 
ordinaria della continua h AB : AE : EB , can- 
giando gli estremi in medi ed i medi in estremi. 

Problema annesso al J* 

Siamo ora in istato di risolvere ’l 3° caso 
del problema i° del § i3, ed in particolare 
ci proponiamo d’iscrivere in un dato circolo 
il decagono regolare. 

Procedendo analiticamente, si dica AB il lato 
■del decagono, cioè si supponga l’arco AB essere 
-’ 5 della circonferenza, e quindi l’angolo C dallo 
stesso misurato T ' 5 di quattro retti o sia ~ = j 
di due retti, restando gli altri $ per la somma 
de’ due angoli A, B del triang. CAB*. Essendo 
il triangolo CAB isoscele, gli angoli alla base 
A e B sono eguali*, e ciascuno di essi resulta } 


* 5. to.“ 

• lY». 


Fig- mi. 

'g.III°Cor.i 

, 9 .II°Cor.r. 
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di due retti, cli'è quanto a dire il triangolo 
isoscele CAB ha l’ang. A = B alla base doppio 
dell’ang. C al vertice. Onde se si divide in mezzo 
l’a ng.B colla retta BE, si forma il triangolo 
BEC isoscele per ragione dell’ang. EBC = C, 
di cui i lati eguali sono CE, EB; e nell’altro 
' triang. BEA , essendo l’ang. ABE J di due 
retti come metà di B e l’ang. A j, si deduce 
il 3 ° ang. BEA altri j. In questa guisa ’1 trian- 
golo BEA è pure isoscele co’' lati eguali EB, 
AB, ed è simile al primitivo triang. CAB; per 
* 14. V.° lo che si ha la proporzione de’ lati omologhi * 
CA : AB :: AB : AE, prendendo ’l rapporto di 
lato eguale a base in ciascun triangolo. Se si 
sostituisce CE in vece di AB dietro la prova 
fatta di CE = EB = AB, si ottiene la propor- 
zione h CA : CE : AE, ch’è quella del raggio 
CA diviso in estrema e media ragione; dun- 
que il lato supposto AB del decagono egua- 
glia 7 segmento maggiore CE del raggio diviso 
in estrema e media ragione , effettuandosi que- 
sta divisione in forza del problema 7 0 . 

Seguendo ’l cammino inverso si dà al pro- 
blema la forma sintetica, non altrimenti di ciò 
che si è praticato nel 1“ caso del citato pro- 
blema del § i 3 in riguardo all’esagono. Si di- 
vida di fatto il raggio CA in estrema e media 
ragione, e si abbia h CA : CE : AE; si prenda 
la corda AB=CE, che io dico dover essere 
il lato del decagono regolare. Sostituendo AB 
in vece di CE, la proporzione diviene CA : AB 
:: AB : AE; c tirando EB, i due triang. CAB, 
BAE coll’ ang. A comune e co’ lati intorno a 
• 14. VII.» questo angolo proporzionali sono simili *, dando 
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Pang. G = ABE. In virtù di questa similitu- 
iline il triang. BAE è isoscele come CAB, cioè 
si ha AB == EB ; e per ragione di AB = CE 
pure isoscele resulta ’l triang. ECB, che som- 
ministra Bang. C = EBC. Così i due angoli 
componenti B cioè ABE, EBC sono ciascuno 
eguale a C, o sia ’l triangolo isoscele CAB ha 
l’ang. B alla base doppio dell’ang. C al ver- 
tice. Per lo che dividendo la somma i8o° dei tre 


angoli * in 5 parti eguali, dev’essere C = - 


= 36 °, A == B = 73°; e l’arco AB misura del- 
l’ang. C è 36 ° 0 sia la decima parte di 36 o°. 
La corda AB adunque è •’! lato del decagono 
regolare. 

Se si congiungono alternativamente i vertici 
del decadono, si ottiene ’l pentagono regolare. 
Che se si vuole immediatamente iscrivere il 


pentagono, fa d’uopo sempre dividere ’l raggio 
CA in estrema e media ragione, far centro un 
punto qualunque M, e col raggio eguale al seg- 
mento maggiore CE descrivere un arco per se- 
care la data circonferenza ne’ punti A, N onde 
condurvi la corda AN, ch’è ’l lato del penta- 
gono. Dividendo poi l’arco AB in mezzo e suddi- 
videndo di nuovo la metà in mezzo, ec. si passa 
alla serie de’ poligoni di 20, 40, 80, ec. lati, 
ciò ch’è evidente. • 


9. m.« 


Scolio'. Volendo sopra una data retta AB Fig. no. 
costruire il decagono o pure il pentagono re- 
golare, si procede colla costruzione di sopra*, ‘Probi. 7. 
che somministra la nota proporzione H AM : 

AB : AI* o sia AM : 1 M c AI; per lo che 1 M * IY. # 

0 sia AB esprime ’l lato del decagono regol are 
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iscritto al circolo di raggio AM, e quindi il 
i° problema si risolvè con descrivere ’l circolo 
di raggio AM , portandovi, successivamente la 
corda AB, che dovrà la decima volta ritornare 
allo stesso punto di partenza. All 4 oggetto poi 
di risolvere il a* problema si deve sopra AB 
presa per base e con AM considerato come uno 
de’ lati eguali costruire il triangolo isoscele 
Fìg. no bis AMB, che giusta ’l raziocinio di sepi a resulta 
coll’angolo alla base di 7 a® doppio dell’angolo 
al vertice M di 36°; onde se si circoscrive un 
* 9 - H- # circolo a questo triangjAkJ*, l’arco AB doppio 
•s. II.® dell’angolo iscritto M “ corrisponde a 73 °, e la 
corda AB esprime ’l lato del pentagono rego- 
* i3. l° Scol. lare*. E qui si noti dover esser ’l ponto M 
uno de’ vertici del pentagono regolare, perchè 
la divisione in mezzo degli ang. MAB e MBA 
eguali di 72 ° alla base del triangolo la mercè 
delle rette AQ, BP dà l’arco BQ r= QM = MP 
*8.11* Cer.3 = PA = 72 ° *, e così i punti Q, M, P deno- 
tano gli altri tre vertici del pentagono. 

AFVENDICE AL § l5. 

Sopra i valori de* lati de* poligoni rego- 
lari iscritti e circoscritti al circolo. 

Quest’appendice si riferisce a’ due proble- 
mi esposti nel § i3 riguardo aH’iscrizione c 
circoscrizione di alcuni poligoni regolari la 
niureè della geometria elementare, di cui qui 
ci proponiamo di ritrovare i valori de’ lati in 
funzione del raggio del circolo, come si vedrà 
ne’ seguenti numeri. 

I 
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In 1° luogo si deve determinare * l valore 
del lato del - triangolo equilatero iscritto nel 
circolo , di cui ’l raggio si suppone della lun- 
ghezza cognita r. 

Tenendo presente l’esagono regolare iscritto 
FAB ec. cui corrisponde l.lato FB del trian- 
golo equilatero, s’inteqde che ’l raggio OA, co- 
me quello che divide in mezzo l’arco FAB, 
dev’essere perpendicolare al mezzo della corda 
FB *; ed essendo ’J lato dell’esagono eguale al 
raggio , il triang. BOA resulta equilatero , e 
la retta BF deve dividere in mezzo ’l lato OA*. 

In questa guisa i dati sono OB = r, .01 = -, 
e presa la nota eguaglianza del triang. OIB 
rettangolo* ch’è OB* = Ol’ + 1 B’, se ne de- 


duce IJJ' - OB' —Òl'=r-—r= — -, - 
3r , 4 ” 
= -j-, che per mezzo dell’estrazione della ra- 


dice dà IB= V^ = i V 3 (Alg.*‘ n.° 95), e 

quindi alB o sia FB = rV 3 . 

In 2“ luogo si propone a determinare il. 
lato del quadrato. 

§i ha in questo caso OA = OB = r, e.’l 
triangolo rettangolo AOB ci somministra im- 
mediatamente AB’ = OA* 4- OB’ =: arrosta 
AB = r \J 1. 

In 3 ° luogo si deve determinare il lato' del 
decagono regolare. 


f 


Fig' 83. 

•4.III«Sool. 

• 9. IV.® 

• 14 . XI.® 

Cor. 3. 


F!g. 84. 
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Fig. in. 

* l5. Prob. 
an. al 7. 


l5a. 

Supponendo AB = x, CA = r, si ha per 
definire x la proporzione continua H CA : AB 
: CA — AB * o sia ì^r : x :r^-x , che som- 
ministra r’ — rx —x' (Alg.* n.° 173) o sia 

x' + rx = r% e quindi xb — ^ ± (r* -f- 

£ ) (À'g- '34) ~ — V (^) = 

-{±Vj==- r ±;V 5 = ^(-,±V5), 

di cui si deve considerare ’l solo valore posi- 
tivo x = -{ — 1 + V 5). 


Non possiamo in quest’appendice far co- 
noscere ’l lato del pentadecagono regolare, di- 
pendendo questo problema dall’altro che c’in- 
segna a determinare la corda di un arco eguale 
alla differenza di due archi dati, di cui faremo 
in segnilo parola nell’appendice al § 18 e pre- 
cisamente nel n.“ III® della stessa. 

£ qui si noti che le corde non sono affatto 
proporzionali agli archi sottesi: imperciocché 
i lati del triangolo equilatero, del quadrato e 
dell’esagono regolare sottendono gli archi di 
ino®, 90°, e 60% che stanno come i nunjeri 2 
: 1 , 5 : 1 , mentre le corde espresse da r \J 3 , 
rVa* r hanno i rapporti irrazionali di \/ 3 : 
: 1, che corrispondono per approssimazione 
a quelli de’ numeri 1, 782 : 1, 4 r 4 : J (Alg.* 
n.° n5); onde si stabilisce in generale che le 
corde stanno in minore rapporto dei rispettivi 
archi , essendo per es. 1, 782 ovvero 1, 4 1 4 ‘1 
rapporto della 1*02’ corda alla 3 *,c 2 ovvero 1 ,5 
quello del i° o 2® arco al 3 ° arco. 
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Volendo però passare . dal nolo valore del 
lato di un poligono regolare di « lati a quello 
del lato del poligono regolare del numero a/i 

o - di lati , ci proponiamo di risolvere' il se- 
2 - 

guente quesito. • 

Trovare un’ equazione fra la corda FB = q Fig. 81. 
di un arco qualunque , la corda AB = d del- 
l’arco metà , e ’l raggio OA = r del circolo. 

Essendo per ipotesi l’arccr AB mela dcll’arcb 
FAB , dev’essere ’l raggio OA perpendicolare 
al mezzo I delta corda FB; onde per- ragione 

del triangolo rettangolo OlB si ha OB =01 
-J- B£* cioè OÌ-’^^OB’ — BI 1 =r’ — e quin- 
di 01==^ Ir* — r ^) , deducendosi in seguito 
AI = OA. — 01 = r ( r* — ^ = r -*■ 

yj (^ * r ^’ a ^ r0 triangolo rettangolo 

AIB somministra AB = B^-f-Al’». in cui so- 
stituendo i rispettivi valori , si ottiene d 1 = 

„.i 8o e imi), 

che 1 VKlbtta dà l’equazione richiesta 

( A ) d' - ar’— r V (4 r* — c % ). 

Questa equazione ci fa immediatamente, de- 
durre ’l valore di d — \J [ar 1 — r V (4r* — c 1 )], 


20 
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di cui si pub tentare la riduzione ad una for- 
ma più semplice, comparandolo colla formula 
y (a.- — Vò) (Alg.* n.° *47). Ed in vero si ha 
a==2r*, V^= r V( 4 r ’ — c *)> = 4 r S b ~ 

r*(4r’ — c’) = 4r 4 ' — * c’r’; quindi ne proviene 
a’ — ù’= 4^ 4 — 4r 4 -f- c'r * = c’r 1 quadrato per- 
fetto, che pub denotarsi da e questa è ap- 
punto la condizione richiesta per - aver luogo 

la radice della forma ~~~ — A J- — che 

nel caso nostro diviene 

Data adunque la corda c di un arco, si trova 
quella d dell’arco metà per mezzo della for- 
mula 




■ cr 


la quale in modo più spedito serve a calcolare 
il lato d del poligono di ara lati in funzione 
del lato c del poligono di n lati. 

La stessa equazione (✓/) ci può somministrare 
il valore di c, al quale oggetto si mette sotto 
la forma r V (4r’ — c’) = ar’ ■ — d\ ch’elevata 
a quadrato diviene r* (4r* — c*)=4 r4 — 4^’ r * 
+ d 4 o sia c*r’ = 4^’r* — d *, e quindi si de- 
duce 1 ' 

(O c V 4 -Ì^‘ = \ V( 4 r- - d- ); 

in forza della quale formula si esprime il lato 
c del poligono regolare di ^ lati in funzione 
del lato d di quello di n lati. 
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Per fare un’applicazione della formula (C) 
veniamo trovando ’l lato c del pentagono re- 
golare , conosciuto 1 lato d = ^(V 5 — i) del 

decagono. Ed in vero si ha d,'=j(5— aV^+i) 


6 r’ — 5 


, 4 r ' — d'= 4r* 


6r" — ar* ^ 5 


4 »*•* 4 

— ■ r ~^ ar ^ ^ )» quali valori sostituiti nella formula 

superiore (C)c= ^V(4 r> — d") somministrano 

c __ ^ V 5 ~* + ^ 3r * ^ = 

* ^V(*o+3V5). 

All’oggetto poi di ridurre questa espressione si 
alza a quadrato il fattore fuori del ra- 

dicale (Algebra numero i a 4), e si ottiene c = 


iV 

w 


( 


5 — a y/ 5 -f- i 


)(i» + =V'5)] = 


( — “^)( 10 + 21 / 5 )]= 

iV( 3 ° ~ — r — ~ 10 )-; 'V*)- 

Che se fosse dato ’l lato dell’esagono rego- 
lare d = r, si dedurrebbe dalla formula (C) il 
valore del lato del triangolo equilatero c — 

-V (4 r ‘ — r’) = 3 r" =rV 3 come nel n,* I*. 

Se poi si volesse supporre cognito il lato del 
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triangolo equilatero e = r V 3 , la formula 
( B ) nel primitivo stato cioè (/ = V [ ar” — 
rV ( 4 t f — e") ] darebbe il lato dell’esagono d 
=a= V'£ar* — rV (4r’-' — 3r 3 ) ]=y(2r 1 — r’)= 

^r'zzszr. E qui si osservi che la formulaci?) 
sì adatta al calcolo numerico darebbe nel pre- 
sente caso il resultamento complicato d = 

— r ’^ 

/ VCa+V3)-v/(a 

r V • V a - • 

per ragione de’ radicali compresi sotto altri 

radicali; e fa d’uopo ricorrere alla formula so- 
pra citata(Alg. a n.° 147 ) per isvolgere V(a+V3) 
in Vs-+ V4>. V 0 ^- V3) in V| — Vi, il che 
dà la loro differenza espressa da aVi, © ffuin^i 
2 * /* 

il fattore di r diviene n.iz"ò). 


2. 

-V/3; 


ciò che ha luogo 


IV.' 


Fig. 85- 


Ih riguardo a’ valori de’ lati de’ poligoni re- 
fi ve il seguènte problema 

d di qualsisia poligono 
regolare iscritto e 7 raggio del circolo OA 
= r, trovare 7 lato VX = x del poligono 
regolare circoscritto detto stesso numero di 


golari. circoscritti si risi 
generale- ' 

Dato il lato AB = 


làti. 


A questo proposito'd ricorda- essere in forza 
3,ProM.a. della costruzione *. paralleli L ]ati„.AB , VX 
metodo comc perpendicolari al raggio OH , che li di- 
vide in mezzo né’ punti L, H,; per lo che 
14 XT.o d triangolo rettangolo OLA ci dà * OL = 
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4 r* — d' 


V (OA- - AL-)=^(r- -^)=V (i 4 

— \ V (4 r ’~ ^’)> e 4. i triangoli simili* OLA, 
OI1V la proporzione* OL : AL :: OH : VH o 

sia i V (4'*’ — ^*) : “ r : VH = --^f r 




(Atg. a n.° i 7 a). Dunque 1 lato VX, ch’è dop 

pio di VH , resulta (D) x - r ,* d . r 

J sJW— 7) 


idr 


S/J( ar + ^) C*r — dj]* ' , . 

Posta questa formula generale (Z>), la sem- 
plice sostituzione del particolare valore di d ci 
somministra quello di x: così nel caso del trian- 
golo equilatero si ha d = r ^ 3 (n.° l.°), e x 
ar’\/3 arV3 x , 

= 7 ( 47 TZ^==— 7 — == ar V3, «oe il lato 

dal triangolo equilatero circoscritto è doppio 
del lato dell’ iscritto. Nel caso del quadrato si 
sostituisce d=r^2 (n,“ 1 °), e si ottiene x = 

_J ; 7 ) ctofe / lato del qua- 

drato circoscritto è eguale al diametro del 
circolo. Nel caso dell’esagono d — r Sommini- 

slra * = 7(47=7) = ,73 =73’ sl » »' 

lato rV3 del triangolo equilatero iscritto :: — ; 

V3 :: t : * » dividendo i due termini del rap- 
porto per V3, o sia il lato dell’esagòno cir- 
coscritto è j di quello del ' triangolo equila- 
tero iscritto. Ec. 


n.I.*Scol. 
• «4- V.« 
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§ 1 6 . DELLA DETERMINAZIONE DELLE TANGENTI 
COMUNI A DUE CÌRCOLI. 

PROBLEMA. 


Fig. uà. 


* 8. Probi. 


• 5. II.» 


* 5. m.* 
* 6. I.» 


* 14. Y.» 


Determinare le tangenti contimi di due 
dati circoli . 

Si cougiungano i due centri 0,0* colla retta 
00' prolungata indefinitamente verso T cioè 
al di là del circolo di raggio minore; si tirino 
due diametri paralleli KH, K'H', e dal punto 
estremo K di uno pe’ due estremi K',H' del- 
l’altro le due rette KK', KH', che incontrano 
la linea de* centri OO 1 ne’ punti T, S; da cia- 
scuno di questi punti si conducano le due tan- 
genti al circolo di centro O' cioè TM' e Tm , 
SN' e Sn' * ; io dico che queste Dilungate 
devono essere pure tangenti al circolo di cen- 
tro O , di cui si possono determinare i punti 
di contatto M e m, N e n. ’ 

Dal centro O si guidi la perpendicolare OM 
sopra TM* prolungata, questa determina ’1 punto 
di contatto M; e tutto si riduce a provare che 
OM è raggio, nel quale caso la retta TM'M 
perpendicolare alPestremità del raggio OM for- 
ma la tangente *. A questo oggetto si conduca 
dal centro O' al punto di contatto M' il rag- 
gio O'M' , eh’ è perpendicolare' alla tangente 
TM**; così le due perpendicolari O'M' v OM 
alla stessa retta TM'M resultano parallele *, e 
i due triangoli simili TOM, TO'iVH danno la 
proporzione** (jf) TO : TO' OM : O'M'; di piu 
per lo parallelismo di O'K', OK gli altri due 
triangoli simili TOK, TO'K' somministrano la 
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proporzione TO : TO' :: OK : O'K* ; é da queste 
due proporzioni la terza ne deriva OM : O'M' 
::0K:0'K', la quale ha eguali i conseguenti 
O'M' , O'K' come raggi dello, stesso circolo; 
onde devono essere eguali gli antecedenti OM, 

OK, cioè OM a somiglianza di OK è un rag- 
gio del circolo di centro O. Nella -stessa guisa 
tirando dal centro 0 la perpendicolare sopra 
T m! prolungata, si determina ’J punto di con- 
tatto m; c queste due tangenti comuni TM'M, 

T m'm a’ due circoli, che partono da T, si pos- 
sono chiamare diritte. Nè diverso è il metodo 
per le tangenti, ohe provengono da S: se so- 
pra N'S prolungata si guida la perpendicolare 
0N, si viené a definire ’l punto di contatto N. 
Ir&perciocchè '1 raggio O'N' perpendicolare alla 
tangente SN' resulta parallelo a ON % e dai • 6. I.* 
due triangoli simili SNO , SN'O'* si deduce *u. !.•&»!. 
la proporzione (2?) SO : SO' ON : O'N', che 
comparata coll’altra SO : SO' OH : O'K' dei 
triangoli simili SHO, SK'O' dà origine alla 
terza ON : O'N' ;;OH : O'K' co’ conseguenti 
eguali; quindi sono eguali gli antecedenti ON, 

OH , cioè a dire ON è raggio del circolp ; e 
per mezzo della perpendicolare tirata da 0 so- 
pra 1 prolungamento di n'S si determina l’al- 
tro punto di contatto n, chiamandosi trasversali 

3 uesté due tangenti comuni N'SN, n'Sn con- 
otte da S. 

Scolio. i.° Tirando pe’ centri 0', 0 i dia- 
metri A'B' , AB perpendicolari a TO , si può 
rispetto agli stessi fissare la posizione de’ punti 
di contatto in tutti e due i circoli, come quelli 
che devono essere in generale nella semicircon- 
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Scoi. a. 


♦ la. IV.» 
Fig. uà bis 

* sa. VI.» 
* 5. n.» 

. 6. IU.° 

• n. IV. 0 
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ferenza rivolta al punto donde partono le tan- 
genti". In simile gnisa si definisce in generale 
che. i punti di contatto delle tangenti diritte 
sono nelle semicirconferenze rivolte a T, mentre 
quelli delle trasversali si trovano nelle semi- 
circonferenze rivolte a S: per lo. che nel càl- 
colo di centro O' i punti di contatto? M' ,<m' 
delle diritte sono nella semicirconferenza rivolta 
a T, e nell’altra opposta a T i punti di con- 
tatto N', n' delle trasversali, essendo nel cir- 
colo di centro O tutti e quattro i jiunti di con- 
tatto M, /», N, n nella semicirconferenza ri- 
volta a T. 

Scolio s.° Nel caso de’ circoli eguali 1, qua- 
drilatero HOO'H' co’ lati opposti OH, O'H' 
paralleli ed eguali è parallelogrammo cioè 
HH' resulta parallela a 00' , e così svanisce 
il loro punto d’incontro T, come si vede nella 
fig. sia bis. In questo caso le due tangenti 
comuni diritte' si ottengono , congiungendo i 
punti A 1 e A, B' e B de’ diametri A.'B', AB 
perpendicolari a 00' ; perchè ’l quadrilatero 
AOO'A' co’ lati eguali AO, A'O' e perpendi- 
colari a 00' è rettangolo ", e la retta A' A per- 

{ (endicolare al l’est rem ila de 1 raggi O'A', OA è 
a tangente comune *. La stessa ragione vale 
per-B'B. "%'}• 

. In simile guisa le due tangenti comuni di- 
ritte AA', BB' corrispondono parallele alla retti 
de’ centri 00', e come tali sono parallele fra 
loro \ La retta poi HK' seca 00' nel punto 
S’, eh’ è ’l suo mezzo; perchè i due trian- 
goli SOH, SO'K' sono eguali * , avendo i lati 
OH e O'K' eguali e paralleli, e quindi SO = 
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SO'. Il punto S adunqne, da cui si tirano le 
tangenti comuni trasversali, è nel mezzo dellal 
retta 00' de* centri. 


Teoremi. 


I.° La distanza del punto T , donde par- 
tono le tangenti diritte , dal centro O del cir- 
colo di raggio maggiore , cioè la retta TO 
è la quarta proporzionale dietro la differenza 
de ’ raggi , il raggio maggiore , e la distanza 
de’ centri ; e la distanza del punto S di par- 
tenza delle tangenti trasversali da O cioè la 
retta SO è la quarta proporzionale dietro la 
somma de ' raggi , il raggio maggiore , e la 
distanza de' centri. 

Si supponga per maggiore semplicità la di- 
stanza de’ centri 00' = /?, il raggio maggiore 
OM = R, e 1 minore O'M' = r; e si riprenda la 
proporzione (A} di sopra TO : TO' :: OM : 0'M', 
che si trasforma in TO : 00' : : OM : UM — O'M' 
cioè TO : /? :: R : R - — r, la quale può scri- 
versi nel modo enunciato R — r : R D : TO, 


resultandone sempre TO = 


DR 
R — r 


Similmente 


Fig. 


l’altra proporzione ( B ) di sopra SO : SO' :: Oli: 
O'K' dà SO : 00' :: OH : OH + O'K' o sia 
SO : D :: R : R + r, che può scrivasi giusta 
l’enunciazione R -|- r : R : : D : SO , deducen- 


dosene Sempre S0 = -^^-. Lo che cc. 

Corollario i.° Dall’ispezione de’ volori < 
TO, SO si argomenta, che posti gli .‘tessi ci 
coli cioè rimanendo costanti iì e r, seno le loi 

31 
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variazioni relative a quelle di D, ch’è ’l solo 
fattore variabile del numeratore; j>er lo che 
TO e SO crescono o diminuiscono, crescendo 
o diminuendo D , ma in queste variazioni co- 
stante si deve mantenere ’l primitivo rapporto 
TO 

Se si comparano di fatto i due valori di 
TO e SO, si forma la proporzione TO : SO :: 


DR 
R — r 

DR il 


DR 


, dividendo pel fattore comune 

2 ° rapporto, si ottiene TO : SO ;; ^ — 

: ^ ^ ; e moltiplicando in croce con togliere 

il denominatore comune, TO ; SO ::7Ì + r : 
R — r. Dunque il rapporto di TO : SO resulta 
indipendente dalla distanza D de * centri , ed 
equivale al rapporto della somma alla diffe- 
renza de* raggi, ch’è quanto a dire questo rap- 
porto costante si mantiene pe’ due circoli dati , 
qualunque sia la distanza de’ loro centri. 

Corollario s .* Se si comparano le due pro- 
porzioni segnate {A) e (B) , ne resulta la 3* 
TO : TO' li SO : SO' , essendo ’l a 0 rapporto 
delle due -proporzioni quello de’ raggi. Onde 
il rapporto delle distanze de’ due centri dal 
punto T o S è costante; e quindi aumentan- 
dosi o diminuendosi TO e SO, devono in cor- 
rispondenza aumentarsi o diminuirsi TO' e SO', 
cioè le variazioni di TO' e SO' devono essere 
analoghe a quelle di TO e SO, affinchè sempre 

si abbia fQ7 = ^( Al g-* n*° »?6)* 

Corollario 3.° Essendo definite le distanze 
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TO , SO dalle due proporzioni di sopra , «e 
conseguita, che tirando giusta la costruzione 
del problema le due rette dall' altro punto 
estremo H del diametro KH per gli stessi 
punti estremi H' , K' del diametro K'H', de- 
vono queste due rette incontrare la linea dei 
centri ne * medesimi punti T e S ; e quindi 
indifferente resulta T una o l’altra costruzione 
per risolvere ’l problema delle tangenti eomuni 
a due. circoli. , 

Corollario 4° Nè Solo indifferenti resultano 
le due costruzioni eseguite per mezzo de’ dia- 
metri paralleli HK, H'K' , ma si possono allo 
stesso uso impiegare due diametri qualunque 
paralleli, non essendovi alcuna condizione per 
limitare ’1 particolare sistema de’ diametri pa- 
ralleli^ Si può quindi enunciare ’l seguente teo- 
rema generale: Se in due circoli si considerano 
un numero qualunque di coppie di diametri 
paralleli , tutte le rette guidate per le loro 
estremità devono passare per due punti fissi 
della retta, che unisce i centri , determinati 
dalle due proporzioni di sopra, cioè le rette 
diritte come per es K HH' , KK' per T, e le 
trasversali come per es. HK', KH' per S ; e 
le tangenti tirate da questi punti fissi ad uno 
de' circoli lo sono pure all’altro. 

Corollario 5.° Supponendo eguali i due cir- 

. . m/~v Dfl DR 

coll cioè R — r, si ottiene 10 = — = — 

' R — r o 

= co (Alg.* n.° 58); lo che significa essere il 
punto T d’incontro delle due rette KK' , 00' 
situato a distanza infinita da O, ciò che fa se- 
gno del loro parallelismo , come si è altronde 


* Probi. 
Scol. a* 
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determinato 

so= m 


Nello stessa caso l’altro valore 


„ , diviene SO = = —, che è un 

R + r afl a 


resultamento pure conforme a quello del citato 
fig. in bis scolio; ed ora che sappiamo essere ’l punto S 
• Cor. 3. l’incontro delle due rette I1K',KIF*, vediamo nel- 
lo stesso ’l centro del parallelogrammo IIKK’H', 
ed abbiamo una nuova ragione per dire SO 
V.» =SO'*. 


12 . 


Scolio. In vece della costruzione del pro- 
blema di sopra si possono determinare i punti 
Fig. in. T e S per mezzo delle due proporzioni R — .r 
: R D : TO, R + r : R : D : SO; il che si ri- 


duce a definire la quarta proporzionale dietro 
la differenza o la. somma de ’ raggi , il raggio 
‘ 1 5. Probi, i maggiore , e la distanza de ’ centri % e tras- 
portare la rispettiva quarta proporzionale da 
O in T e da O in S , per indi condurre dai 
punti T e S le tangenti ad un circolo, che sono 
ebrhuni all’altro. 

II.° Se si aumenta la distanza 00' de’ cen- 
tri , le rette de* punti corrispondenti di con- 
tatto Mm, Nra del 1° circolo si avvicinano al 
diàmetro AB e quelle del st° MW, N'n' al 
diametro À'B'; o ciò eh’ è lo stesso , la dimi- 
nuzione della distanza de ’ centri fa allon- 
tanare le rette anzidette da’ rispettivi dia- 
metri. 

Conciossiachò noi sappiamo essere le rette , 
che uniscono i punti del contatto, perpendieo- 
* ii. VI.® lari alla retta OT *; per lo che ME esprime 
Scoi. a. j a p er p e jidicolare guidata dal vertice M del- 
l’angolo retto sopra l’ ipotenusa TO del trian- 
golo rettangolo TMO , e si ha la proporzione 
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H OE : OM : TO * o sia OE = 2 ^’ ; e per ra- 
gione della perpendicolare NF sopra l’ipotenusa 
SO del triang. SNO rettangolo in N si ha pure 

Tìn 1 

H OF : ON : SO cioè OF= Ora le di- 


stanze TO e SO, che formano i denominatori 
<le valori di OE, OF, crescono al crescere di 
00' % mentre i numeratori, che sono i qua- 
drati de’ raggi, rimangono costanti; dunque i 
valori delle frazioni cioè a dire di OE, OF di- 
minuiscono, allorché cresce la distanza de’ cen- 
ili (Aritm.* n.° 68), e così le rette M/n, Nn, 
che sono parallele a AB, si avvicinano a AB. 
Nè diversa va la cosa pel ar° circolo , in cui 
i triangoli rettang oli T M'Q', SK'O' danno O'E* 
_ O'M'* ÓW* 

— TU' ’ * — §qT * P er ®hè le variazioni 

di TO*' , SO' sono analoghe a quelle di TO , 
SO *, cioè a dire crescono al crescere 00 ', ed 
i valori di O'E', O'F' diminiuscono, o sia le 
rette M si approssimano a A'B'. Che 
se la distanza de’ centri diminuisse, succede- 
rebbe tutto al contrario, decrescendo, i denomi- 
natori 10 , SO, TO', SO', il che importa au- 
mento ne’ valori di OE , OF , O'E' , O'F' e 
quindi lò rette de’ contatti si discosterebbero 
da’ rispettivi diametri AB, A'B'. Lo ciré ec. 

Scolio. La determinazione delle tangenti, co- 
muni a due circoli, ed i teorèmi già dichiarati 
servono nell’ Ottica^ allorché si tratta della teoria 
delle ombre e delle penombre de’ corpi sferici. 

HI. 0 Se i due circoli dati hanno ’l contatto 


• 14. xi.* 

Cor. a. 


I.® Cor. t. 


I® Cor. 2. 
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* I.» 


* Probi. 


* I.o 
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esterno, le due tangenti trasversali si riducono 
ad una nel punto di contatto de’ circoli , re- 
stando le due diritte. 

Essendo S il punto di contatto de’ due cir- 
coli, la retta de’ centri 00' passa per S, e si 
iia OO' o sia D = R + r *. Se si pratica la 
solita costruzione de’ diametri paralleli IIK, 
H'K* *, la retta HH' incontra la linea de’ cenili 
. • . dr » 

in- un punto T posto alla distanza.TO = - — - » 

che io dico dovere corrispondere al di là del 
a" circolo di centro O', appunto come lo rap- 
presenta la figura. 

Imperciocché dall’eguaglianza D — R -f- r si 
argomenta D > R — r cioè la frazione - e 


spuria , e 1 prodotto — — - o sia TO resulta 

maggiore di R (Àritm.* n.° 83). Ora Se si 
considera la nota proporzione (^)TO;TO' :: 
R : r del problema , la disuguaglianza già di- 
mostrata TO >i? l’altra ci somministra TO' >r, 
ch’è quanto a dire ’l punto T è ^;osto fuori 
del a® circolo; per lo che si posono da T con- 
durre le due tangenti TM' , T/n' allo stesso, 
che prolungate sono pure tangenti al 1 * circolo 
nei punti M, m determinati come sopra ■ 
Se poi si congiunge HK' , questa deve in- 
contrare la linea de’ centri nel punto -S posto 


alla distanza SO: 


DR' 


R + r 


, che io dico essere il 


punto di contatto de’ due circoli-; perchè nel 
presente caso di D = R -f- r si ottiene SO = R, 
e quindi ’l punto S all’estremità del raggia del 
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i" circolo sopra la iella 00' è certamente il 
punto di contatto. In questa guisa la retta 
condotta per S perpendicolare sopra OO' forma 
la tangente comune a’ due circoli, clic sta in 
vece delle due ordinarie tangenti trasversali. 
Lo che ec. 

IV. ® Se i due circoli hanno ’l contatto 
interno , le due tangenti dititte si riducono 
ad una sola nel punto di contatto , e le due 
trasversali svaniscono. 

Prolungando la retta 00' de’ centri , si va 
a rincontrare 1 punto di contatto T *, e la retta 
HIP deve concorrere in qncsto punto T; giac- 

D R 

chè se nel valore di T0 = — si sostituisce 

R — r 

D = R — V * si ottiene TO = R. Così la per- 
pendicolare Mm •condotta per T sopra OT re- 
sulta tangente comune a’ due circoli , e tiene 
luogo delle due ordinarie tangenti diritte. 

Se poi si congiunge IIK', il punto S d’incon- 
tro con 00' dev’essere posto dentro all'uno ed 
all’altro Circolo: perchè D — R — rdà Z?<^?-(-r > 

0 s * a ' è -fratto p/oprio, e ’l prodotto jT~^ 

cioè SO corrisponde minore di R (Aritm/n. D 8o); 
e la nota proporzione ( B ) del problema SO : 
SO'::/? :r ci dà in corrispondenza SO '<r. Per 
lo che da questo punto S interno alle due circon- 
ferenze non si può condurre alcuna tangente 
alle stesse, e così svaniscono in questo ca§o le 
due tangenti trasversali. Lo che ec. 

V. " Se ì due circoli si secano , si possono 
assegnare le due tangenti diritte e svaniscono 
le trasversali. 


Fig. n',. 
* 7. V.» 


idem 
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Imperciocché in simile casp si ha D < R + r, 
D>R — r * ; quindi ~~ D - c fratto spurio, mentre 

è proprio. Dunque il prodotto cioè 

^ DR 

TO resulta maggiore di fì, e l’altro — — ^ cioè 

SO minore di R", e per ragione delle due 
proporzioni (A) e (Z?) del problema si ottiene 
in corrispondenza TO' >r, SO' < r. In simile 
guisa si possono dal punto T posto fuori dei 
due circoli condurre le due tangenti comuni 
diritte TM'M* Tm'm; ma non mai dal punto 
S , che resta dentro a ciascun circolo , e così 
svaniscono le due tangenti trasversali. Lo che ec. 

VI.° Quando uno de ' circoli è dentro al- 
l'altro svaniscono sì le tangenti diritte che 
le trasversali. 

Perchè in questo caso dev’essere D<R — r * 
ed a fortiori Z? < Z? + r; dunque le due fra- 
zioni sono proprie* e i due pro- 
dotti 0 s *a TO, SO resultano cia- 

scuno minore di R. Ed in forza delle due pro- 
porzioni ( A) e (j B) si deduce tanto TO' , che 
SO' minore di r\ Ondò ’l punto T e ’i punto 
S sono nell’interno di ciascun circolo, ed im- 
possibile riesce di condurre per essi alcuna tan- 
gente ai circoli anzidetti; lo che ec. , 
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§ VJf de’ PÒLIGOfrt SIMILI .• 

i t| , 

Definizione. * 

Due poligoni dello stesso numero di lati si 
dicono simili , allorché hanno gli angèli rispet- 
tivamente eguali, e proporzionali i lati simil- 
mente posti rispetto agli angoli eguali cioè a 
dire i lati omologhi; e 1 seguente teorema fissa 
le condizioni necessarie a questa similitudine. 

Teoremi. 

t * ■ 

I.° Siano i due poligoni ABCDE, abcde Fìg. 1 17. 
detto stesso numero di lati , e conducendo in 
ciascuno le diagonali da uno de’ vertici agli al- 
tri , come per es‘. AC, AD, ac, ad', si dividano 
in coppie di triangoli simili e similmente posti 
ABC e abc, ACD e acd, ADE e ad e; io dico 
che questi due poligoni devono avere gli an- 
goli rispettivamente eguali , ed */ lati omolo- 
ghi proporzionali , eh’ è quanto a dire devono 
essere simili. 

In i° luogo l’ipotesi de’ triangoli simili * c * n.Def. 1. 
similmente posti importa l’eguaglianza de’ loro 
angoli similmente posti rispetto a’ ' ertici dei 
poligoni, e quindi gli ang. B e b, E ed e sono 
immediatamente eguali per ragione della prima 
ed ultima coppia de’ triangoli simili. Inoltre 
gli angoli de’ triangoli col vertice ih A devono 
essere rispettivamente 'eguali agli angoli dei 
triangoli col vertice in n, cioè BAC = A<7C, 

CAD = cad ì DAE = (Aie, lo che dà 1’ egua- 
glianza delle due somme cioè degli ang. A e a 

22 
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dei poligoni; e per la stessa ragione eguali resul- 
tano gli altri ang. C e c, D e d y essendo que- 
sta dimostrazione applicabile a tutti i casi par- 
ticolari de’ due enunciati poligoni. 

In a 0 luogo la stessa ipotesi importa ’1 rap- 
porto costante de’ lati omologhi in ogni cop- 
pia di triangoli, cioè fissandone uno come per 
es. di AB : ab lati omologhi de’ poligoni, que- 
sto rapporto per ragione della r“ coppia deve 
essere lo stesso per BC : bc pure lati omologhi, 

• i 4 ‘ V.° per AC : ac * ; ma la a“ coppia dà AC : ac II 

CD :cd II AD : ad , e la 3* AD : adii DE : de 
;;AE:ae; dunque 1 rapporto già fissato di 
AB : ab si estende a’ rispettivi lati omologhi 
de’ poligoni CD : cd , DE : de : AE ae , cioè 
$i ottiene la serie de’ rapporti eguali AB : ab 
:: BC : bc CD : cd II DE : de li AE : ae. Lo 
che ec. 

Scolio. Siccome bastano due condizioni per 

• 14 . VII.» determinare un triangolo simile ad un altro*, 

Sco, ‘ così per formare un poligono simile ad un dato 
di n lati o sia per costruire n — 2 triangoli si- 
mili si ricercano 2 (n — a) ara — 4 condizioni; 

mentre- la definizione di sopra esige n condi- 
zioni per gli n angoli rispettivamente eguali, 
e n — i per lo stesso numero di proporzioni 
fra i lati omologhi, cioè a dire il numero un — i 
di condizioni, che ne racchiude tre di più ri- 
spetto al numero an — 4* Onde l’ipotesi del 
teorema si deve riguardare come la definizione 
esatta de’ poligoni simili, eh’ è quanto a dire 
i poligoni simili sono quelli , che si possono 
scomporre nel medesimo numero di\ triangoli 
simili e similmente posti. 
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li. 8 inverso. Essendo due poligoni simili, se 
si guidp.no.da due vertici omologhi come per 
es. A , a delle diagonali agli altri vertici , 
restano i due poligoni divisi nel medesimo 
numero di coppie di triangoli simili e simil- 
mente posti. 

In forza dèli’ ipotesi si ha l’ang. A = a , B 
= b, ec. e AB : ab :: BG : bc, ec.{ e quindi si- 
mili resultano i due triang. ABC , abc cogli 
ang. B , b eguali e co’ lati intorno a questi 
angoli proporzionali *. Questi due triangoli si- 
mili danno i° l’ang. ACB — acb, che sottratti 
dagli angoli eguali C, c de’ poligoni lasciano 
eguali gli angoli residui AGD, acd\ 3° la pro- 
porzione BC : bc AC : ac, e comparandola con 
quella dell’ipotesi BC : bc II CD : cd, se ne de- 
duce AC : de :: CD : cd. Dunque i due trian- 
goli ACD, aed sono simili *, come quelli che 
hanno eguali gli angoli in C , c compresi fra 
lati proporzionali. E collo stesso metodo si di- 
mostra la similitudine delle altre coppie dei 
triangoli; lo che ec. • • * * 

111." Ne’ poligoni simili ’l rapporto de’ lati 
omologhi resulta costante, e dev’essere eguale 
a quello delle diagonali omologhe, ed in ge- 
nerale di due rette qualunque condotte collk 
stesse condizioni ne’ due poligoni , le quali 
perciò si additano col nome di dimensioni 
omologhe. 

La proposizione è chiara per lo rapporto co- 
stante de’ lati omologhi e delle diagonali, avendo 
riguardo a’ triangoli simili in cui si scompon- 
gono i poligoni; e qui ci facciamo a presentare 
alcuni casi delle dimensioni omologhe. 


•«4. VH.° 


•-idem 
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i Si congiuugano i punii M cN delle partì 
in'"" e qj\' (!(.’ rispettivi lati BA, CD, ed 
ancora i punti in , n delle parti m umB de| lati 
ha, cd ; le due rette MN , mn esprimono due 
dimensioni omologhe, di cui ’l rapporto deve 
essere eguale a quello de’ lati omologia. 

Imperciocché tirando MC, me, si formano i 
*14. VII. 0 triangoli simili CBM, cbm*, come quelli che 
hanno l’ang. JS = b ed i lati intorno agli stessi 
proporzionali, essendo le parti simili BM, bm 
nello stesso rapporto degli interi AB, ab; si 
ha quindi l’ang. BCM = bem , e la proporzione 
BC : bc :: CM : cm. Se si sottraggono questi 
angoli eguali dagli angoli eguali C, c de 7 po- 
ligoni , si ottengono gli angoli residui pure 
egliali MCN, mcn; ed essendo ’l rapporto delle 
parti simili CN : cn quello stesso de’ lati omo- 
loghi, ne proviene in forza della precedente la 
• proporzione CM : cni II CN : cn; per lo che i 
•idem due triang. MCN, mcn sono simili % e danno 
CM : cm o sia BC : bc :: MN : mn. 

2. “ Determinate le parti m sime BM, bm come 
sopra, si conducano MN , mn rispettivamente 
parallele a BC, bc, che formano altre due di- 
mensioni omologhe proporzionali a’ lati omo- 
loghi de’ poligoni. 1 

Perchè i due triang. CBM, cbm simili per 
la stessa ragione di sopra danno l’ang. BCM 
= bem , e quindi si argomenta MCN mcn; 
di .più sono eguali gli angoli alterni — interni 
* 6. V.® ,BCM e,NMC, bem e nmc e così ne resulta 
MNC = nmc; dunque i due triang. MCN, mcn 
•it.Def.i. sono simili*, ec. 

3 . ° Si tirino in vece delle parallele le per- 
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pendicolaii MN, mn sopra AB o ab, che sono 
pure dimensioni omologhe nello stesso rapporto 
de’ lati omologhi. 

Replicando la stessa dimostrazione sino al* 
l’eguaglianza degli ang. MCN, mcn , si tenga 
conto degli angoli pure eguali BMC, Ime per 
ragione de’ triangoli simili CBM, ehm ; e po- 
sto l’ang. BMN =bmn — 90°, l’eguaglianza 
ne conseguita de’ rispettivi complementi* CMN, * 
cimi. I triangoli adunque. MCN, mcn sono si- 
mili, ec. 

Ed in generale si dice, che essendo. data la 
condizione delle dimensioni omologhe , si. può 
sempre distendere l’analoga dimostrazione fon- 
data sopra i triangoli simili, e cosi conchiudere 
lo assunto. ' , ' ' . - 

Scolio. Questo teorema sussiste pe’ triangoli 
simili, in cui le dimensioni omologhe possono 
essere le perpendicolari tirate da’ vertici degli 
angoli eguali sopra i lati opposti , le perpenr 
dicola ri da punti similmente posti in due lati 
omologhi sopra gli stessi o pure sopra altri 
due lati omologhi , le rette condotte da simili 
punti a’ vertici, le rette che congiungono le 
parti simili di due lati omologhi , ec. in cia- 
scuno di questi casi .si formano due triangoli 
simili, che danno immediatamente la propor- 
zione fra i lati omologhi e le dimensioni omo- 
loghe, com’è* facile a chiunque di verificare, 
costrpendo le particolari figure. 

IV. 0 I perimetri de* poligoni simili hanno 
lo stesso rapporto de * lati omologhi ed in ge- 
nerale delle dimensioni omologhe. 

Imperciocché si ha giusta l’ipotesi la serie dei 


0. m.° 

Cor. 3. 
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» Dei: rapporti eguali rie’ lati omologhi AB : ab :: 
BG : bc :: CD : cd :: DE : de :: EA : ea ; onde la 
somma di tutti gli antecedenti sta a quella di 
tutti i conseguenti come un soIq antecedente al 
sut) conseguente (Alg.* n. 177) , o sia AB -j- 
BC -(- CD -f- DE -j- E A : ab -j- bc -f- cd -J- de -|- 
ea :: AB : ab , che vai quanto dire il perime- 
tro del 1“ poligono sta ai perimetro del 2“ come 
il lato AB al suo omologo ab. E siecome il 
rapporto de’ lati omologhi è eguale a .quello 

* IJI ° delle dimensioni omologhe * , così i perimetri 

de’ poligoni simili stanno pure nello stesso rap- 
porto delle dimensioni omologhe. Lo che ec. 

V.° / polìgoni regolari dello stesso numero 
di lati sono simili , ed i loro perimetri hanno 
lo stesso rapporto de ’ raggi de* circoli cir- 
coscritti o pure iscritti. 

Conciossiachè l’angolo del poligono regolare 
*i 3 .I.°Scol. dipende dal numero de’ lati % e quindi nella 
nostra ipotesi dello stesso numerò di lati re- 
sultano eguali gli angoli de’ due poligoni re- 
golari; di più poste le due serie di eguaglianze 
Fìg. 118. de’ lati AB=BE= EF = ec. ab=z be=ej '—ec. 
la serie >ne proviene de’ rapporti identici AB : 
ab :: BE : be II EF : e/, ec. dunque i due poli- 
goni regolori ABEFGH, abefgh hanno gli an- 
goli eguali ed i- lati proporzionali, e come tali 

* Def. sono simili *. Se ora si considerano i centri 

D, d , de’ rispettivi circoli circoscritti ed iscritti, 
lé rette DA, da , che dividono in mezzo gli 
angoli A; a, esprimono i raggi de’ circoli cir- 
coscritti, mentre le perpend. DC, de , che di- 
vidono in mezzo i lati AB, «A, sono i raggi 
* j 5 . II.° de’ circoli iscritti”; cd i due triang. DAC , 


Digilìzed by Google 


»7 5 

dac rettangoli in C, c devono essere simili per 
ragione degli ang. DAC, dac eguali come metà 
degli ang. 'eguali A, a. Per lo che si stabili- 
scono le proporzioni * AC : ac :: DA : da DC : * <4- V." 
de ; ma ’l rapporto delle metà AC : ac egua- 
glia quello degl’interi lati AB : ab; dupque ne 
proviene AB : db :: DA : da :: DC : de. In que- 
sta guisa i perimetri de’ poligoni regolari' si- 
mili, che stanno come i lati omologhi m de- * IV.® 
vono ancora essere come i raggi de’ circoli cir- 
coscritti o pure iscritti; lo che eo. 

Lemma avanti VI." 

I cìrcoli si possono riguardare come poli- 
goni regolari simili di un numero infinito di 
lati , cioè a dire che hanno i lati infinitesi- 
mi e gli angoli differenti da l8o° per una 
quantità infinitesima. 

Si suppongano due poligoni regolari simili 
ABEFGH abefgh iscritti in due circoli qua- 
lunque, di cui i perimetri espressi da JP, p 
resultano minori delle rispettive circonferenze, 
essendo ogni lato minore dell’arco sotteso *. Da * i.Def. i. 
questi si faccia passaggio a’ poligoni regolari 
iscritti di un- numero doppio di lati, che sono 
pure simili^ co’ perimetri P\ p' maggiori dei 
precedenti cioè /">/’, p' > p , essendo ogni 
coppia di due lati come per es. AM"+ M1I > 

AH, am -f- roA'>fl/t; dunque le circonferenze, 
che rimangono sempre maggiori de’ perimetri 
de’ poligoni, differiscono meno da /*', p' che 
da'/*, p. Se si continua a considerare i poli- 
goni simili col numero dte’ lati nella serie dei 
doppi, si rendono sempre più piccole le diffe- 
renze fra le circonferenze ed i perimetri a se- 
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gno di divenire minori di qualunque quantità 
assegnabile; per lo che i circoli sono propria- 
mente i limiti de’ poligoni regolari simili, cioè 
a dire i perimetri de’ poligoni tendono a con- 
fondersi colle circonferenze , come aumenta ii 
numero de’ loro lati, senza poterle mai rag- 
giungere (Aritm.* n.° no), verificandosi lo 
stesso per le figure cioè pér le superficie dei 
poligoni rispetto a’ 'circoli. Ora i geometri per 
maggiore semplicità esprimono ’1 caso del li- 
mite, supponendo infiniti) ’l numero de’ lati 
de’ due poligoni simili, cioè ammettono che 
due poligoni regolari di questa serie , avendo 
un numero immenso di lati, si confondano sen- 
sibilmente co’ circoli; nei quale caso la lun- 
ghezza finita di ogni perimetro divisa per l’in- 
finito dà ’l lato zero 0 sia infinitesimo, e l’an- 

golo valutato per ^ i =180 — —— 

si riduce a 180° meno la quantità infinitesima 
36ò®* 

= 0 (Alg.* n.® 5 g); ed in questo senso 

dicono i circoli poligoni regolari simili di tm 
numero infinito di lati ec. Agli occhi del geo- 
metra adunque la linea curva circonferenza 
si converte in un aggregato di linee rette di 
lunghezza infinitesima; due qualunque di' esse 
contigue cangiano insensibilmente di direzione, 
formando un angolo vicinissimo a 180*. che dicesi 
evanescente ; e così ne’ circoli ’l geometra rav- 
visa poligoni regolari dello stesso numero infinito 
di lati, e cogli angoli eguali quasi a i8o“, che 
vài quanto a dire poligoni regolari simili: . 

VI." Le circonferenze de circoli hanno 
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lo stesso rapporto de ’ loro diametri o raggi. 

Essendo i circoli poligoni regolari simili nel 
senso del lemma precedente , i loro perimetri 
cioè le circonferenze conservano lo stesso rap- 
porto delle dimensioni omologhe *; e tali sono * V.* 
al certo i diametri de’ circoli, che rappresen- 
tano delle diagonali fra i vertici opposti di sì 
fatti poligoni. 

Si può ancora dimostrare lo stesso, conside- 
rando la serie de’ poligoni simili iscritti in due 
circoli a norma del lemma, di cui i perimetri 
conservano costantemente lo stesso rapporto dei 
raggi. Conciossiachò chiamando /ieri raggi 
de’ circoli, P e-p i perimetri de’ due poligoni 
differenti per una quantità minore di qualunque 

assegnabile dalle circonferenze C e c, si ha da 

P R» , * idem 

una parte - = — , mentre dall’altra si può 

C* P 

suppone = o, tenendo lo zero luogo 

^ • . C P 

dell’infinitesimo. Questa a’ equazione dà — = -, 

C R 

ed in forza della r* si conchiude - = — , cioè 

c r 

le circonferenze sono nello stesso rapporto dei 
raggi e quindi de’ diametri doppi de' rispettivi 
raggi. Lo che ec. 

Corollario. In due circoli qualunque gli 
archi simili cioè a dire dello stesso numero 
di gradi conservano ’l medesimo rapporto dei 
raggi ; perchè gli archi simili sono parti si- 
mili delle rispettive circonferenze e le parli *a.Il®S«ol. 
simili stanno come gl’interi. Da questo princi- 
pio poi possiamo dedurre il rapporto di due 

a3 


Digitized by Google 



178 

ang. A, a ai centri di due diversi circoli m 
funzione delle lunghezze M , m de’ due archi 
# 2.II 0 ScoI. simili * compresi fra i rispettivi lati, e de’ raggi 
R, r. Conciossiachè può trovarsi la lunghezza 
dell’arco simile ad uno di essi nfel circolo di 
raggio eguale a quello dell’altro, stabilendo per 
es. la proporzione m : xl’.r'.R, che dà x = 

— come lunghezza dell’arco di raggio R com- 
preso fra i lati dell’ang. a ; per lo che ne na- 

« , . ,, mR M ni 

2. II.» sce Ja proporzione * A : all M : — li — : — . 

Dunque i due angoli stanno fra loro come i 
quozienti delle lunghezze degli archi com- 
presi pe’ rispettivi raggi , cioè a dire in ra- 
gion composta della diretta delle lunghezze 
degli archi e dell’inversa de’ raggi. 

Scolio. Avendo caratterizzato i circoli co- 
me poligoni regolari simili, ne conseguita che 
tutte le dimensioni omologhe cioè le lince si- 
milmente poste sono fra loro proporzionali , e 
quindi le circonferenze e gli archi simili con- 
servano il rapporto non che de’ raggi ma di 
due dimensioni omologhe qualunque. In sì 
fatta guisa le corde degli archi simili sono di- 
mensioni omologhe, e propriamente corrispon- 
dono a diagonali omologhe ne’ due poligoni re- 
golari nel senso del lemma, e ’l rapporto di que- 
ste corde eguaglia quello de’ raggi: imperciocché 
Fig. 118. supponendo i due archi simili AB, ab, si for- 
mano i triangoli isosceli ADB, adb cogli an- 
goli a’ vertici D, d eguali, il che importa Ja 
* 9. in.® eguaglianza degli angoli alle basi * e perciò la 
c,n 7 * similitudine de’ triangoli , donde si deriva la 
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proporzione * AB : ab ’.l DA : da. Nè altrimenti • « 4 - V.* 
va la cosa per le perpendicolari DC , de ab- 
bassate da’ centri sopra le anzidette corde de- 
gli archi simili , verificandosi per ragione dei 
triangoli rettangoli DAG, dac simili la propor- 
zione DC : de :: DA : da. Anche i prolungamenti 

CK, ck di queste perpendicolari stanno come 
i raggi ; il che si deduce dalla stessa propor- 
zione così scritta DA : DC II da : de , la quale 
si converte in DA — DC (= CK) : DA da 
— de ( —ck ) : da , o sia CK : ck :: DA : da. 

Di più le perpend. AL, al condotte da' punti 
estremi A , a degli archi simili sopra i raggi 

DB, db che passano per gli altri punti estremi 
B, b, o le porzioni LB, Ib di questi raggi sono 
dimensioni omologhe, com’è chiaro da’ trian- 
goli simili ALB, alb , che danno AL : al :: LB 
:lb :: AB : ab, ec. ec. 

Problema. Dato 7 poligono ABCDE, sopra Fig. 117. 
il lato ab omologo ad AB costruire un poli- 
gono simile. 

Condotte dal vertice A del dato poligono le 
diagonali AC, AD, si faccia al punto b di ab 


bac 

loro 


Probi. 


l’ang. aie = ABC ed al punto a l’ang. 

= BAC *; queste due *rette Ac, ac col 
incontro in c determinano ’l triang. abe simile 
a ABC *. Al punto c di ac omologo a AC si • n.Def. 1. 
costruisca l’ang. aed = ACD, al punto a l’an- 
golo end = CAD, e così ne proviene ’l trian- 
golo aed simile a ACD ; e sopra ad omologo 
a AD- si. faccia ’l triang. ade simile a ADE. 

11 poligoni abede dev’essere simile al dato 
ABCDE % pèrche questi due poligoni resultano 
dallo stesso numero di. triangoli simili e simil- 
mente posti. 


I.» 
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§ l8. DELLA MISERA DELLE AREE DELLE FIGURE. 

Definizioni. 

1. * Si. (lice area di una figura la porzione 
di superficie piana limitata dal perimetro -della 
stessa, e- due figure sono equivalenti , allorché 

'Comprendono aree eguali, sebbene non coinci- 
dano i perimetri; 

2. * Unitezza di un triangolo è la perpendi- 
colare abbassata da uno qualunque de’ suoi ver- 
tici sopra ’1 lato opposto , cui si dà in corri- 
spondenza ’l nome di base. 

3 . * Nel parallelogrammo può prendersi come 
base un lato qualunque, cui corrisponde come 
altezza la sua distanza perpendicolare dal lato 
opposto, cioè la perpendicolare comune fra i 
due lati opposti paralleli, di cui uno si prende 
per base ; e quindi uno de’ due lati contigui 
del rettangolo ne rappresenta la base e l’altro 
V altezza. 

4 -* Il quadrilatero con due soli lati opposti 
paralleli si chiama trapezio , uno de’ lati pa- 
ralleli ne forma la base , e la loro distanza 
perpendicolare l'altezza , appellandosi congiun- 
tamente basi i due lati paralleli. 

Teoremi. 

I.° I parallelogrammi , che hanno basi eguali 
ed altezze eguali , sono 'equivalenti * • 

F. 119 e no. Facendo coincidere le basi eguali de’ due 
parallelogrammi in AB, veng^no-gli stessi rap- 
presentati da ABDC e- ABFE in due diverse 
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posizioni, secondo che ’i lato BD del i° è in- 
tersecato o no dal lato AE del a"; ma i lati 
superiori CD, EF, che sono paralleli a AB ed 
alla stessa distanza, corrispondono sempre nella 
retta CF parallela a AB*, e la seguente sem- *6. IY. 8 Cor. 
plieissima dimostrazione conviene a tutti e due 
i casi. Ed in vero i due triang. ACE, BDF 
sono eguali*, peTchè hanno eguali i lati AC * n. IH.» 
e BD, AE e BF opposti ne* due parallelogram- 
mi * , e gli angoli compresi CAE e DBF coi * n. II.» 
lati rispettivamente paralleli*. Ora se dal quadri- * 6- VII.* 
latero ACFB si tolgono di seguito questi due 
triangoli eguali ÀCÉ e BDF, rimane da prima 
il parallelog. ABFE e poi l’altro parallelogram- 
mo ABDC, di cui le due aree devono essere 
eguali; lo che ec. 

Corollario. In forza di questo teorema si può 
qualunque parallelog. ABDC convertire in un Fig- «ao. 
rettangolo equivalente ABFE della stessa base 
ed altezza. 

II. ° Il triangolo è la metà del parallelo- 
grammo , che ha la stessa base ed altezza. 

Facendo coincidere in AB le basi eguali delF. iai e >aa. 
triang. ABE e del parallelog. ABDC, il vertice 
E del triangolo deve corrispondere o sopra il 
prolugamento del lato superiore CD del pa- 
rallelogrammo o pure sopra lo stesso lato CD, 
avendo giusta l’ipotesi ’l vertice E e. il lato 
CD la stessa distanza perpendicolare da AB. 

Per lo che tirando BF parallela a AE prolun- 
gando CD sino all’incontro in F con BF , si 
l’orma ’l parallelog. ABFE equivalente al dato 
ABCD*; ma il triang. ABE corrisponde alla * i* 
metà del parallelog. ABFE per ragione de’ due 
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* ti. JI.o triangoli eguali ABE, FEB che lo compon- 

gono; dunque ’i triang • ABE sarà pure la metà 
del parallelog. ABDC. Lo che ec. 

Corollario. I triangoli , che hanno basi 
eguali ed altezze eguali , sono equivalenti , 

Fig- 121. perchè coincidendo le basi eguali in AB, i due 
triangoli si esprimono da ABC, ABE coi vei — 

• tici C, E posti nella retta CE parallela a AB 
per ragione dell’ eguali altezze, e ciascuno di 
essi è metà dello stesso parallelogrammo for- 
mato sopra la loro base comune ed altezza. 

III.» Due rettangoli di eguali altezze hanno 
lo stesso rapporto delle rispettive basi. 

Fig. iu 5 . Facendo coincidere le altezze eguali in AE, 
i rettangoli si rappresentano da AEI' B, AEKD 
colle basi AB, AD nella stessa retta; e noi sup- 
poniamo da prima commensurabile ’l rapporto 
delle due basi espresso per es. da’ numeri 7 : 4» 
cioè divisa AB in 7 parti eguali Am, wn, ec. 
quattro di queste parti si devono comprendere 
in AD. Ora se da’ punti di divisione m, n , p , </> 
r s’inualzano le perpendicolari a AB si formano 
7 rettangoli nel i° AEFB e 4 nel a AEKD, 
che sono eguali fra loro, come quelli che hanno 
eguali i due lati contigui cioè le basi e le al- 

* ,2. XI. 0 tezze il rapporto adunque de’ due rettangoli 

Scoi. AEFB : AEKD è quello de’ numeri 7 : 4 o sia 
eguale al rapporto delle basi AB : CD. 

Se ’l rapporto delle basi è incommensurabile, 

* ,4. HI.» si procede col noto metodo * a provare che il 

beol. 4» proporzionale dopo rettangolo AEFB, ret- 
tangolo ALKD, e base AB non può essere mag- 
giore nè minore di base AD. Ed in vero sup- 

Fig. 124. punendo la 1* proporzione AEFB : AEKD : : All : 


Digitized by Google 


i83 ’ 

ÀC col 4 ° fermine AC maggiore di AD , si 
può la base AB considerare divisa in parti eguali 
di grandezza inferiore all’eccesso DC di AC so- 
pra AD, e cosi fra D e C deve cadere un punto 
p di divisione. Da questo punto p s’innalzi la 
perpendicolare pr a AB onde formare ’l rettangolo 
AErp, e per ragione del rapporto commensu- 
rabile delle basi AB, A p si ottiene la 3* pro- 
porzione AEFB : AE rp :: AB : A/?, clic compa- 
rata colla i ' 1 dà la 3 * AEKD : AErp :: AC : A p, 
ch’è assurda; ed una proporzione assurda pa- 
rimente si ottiene , allorché si suppone il 4 ® 
termine della 1* minore di AD. Dunque in tutti 
e due i casi il rapporto de’ rettangoli eguaglia 
il rapporto delle basi; lo che ec. 

IV.° Due rettangoli qualunque stanno in ra- 
gion composta de’ due rapporti semplici delle 
basi e delle altezze , cioè a dire come i pro- 
dotti delle basi per le rispettive altezze. 

Situando ’l lato AH del rettangolo N in di- Fig. iaj. 
retto del lato AB dell’altro rettangolo M, de- 
vono i due lati AE, AD corrispondere pure in 
diretto * , avendo riguardo agli angoli eguali * 2. VI.® 
HAE, DAB. Onde se si prolungano i lati EH, 

CD sino al lc*o incontro in G, si wiene a de- 
terminare un 3 ° rettangolo P, che ha la stessa 
altezza AD di M, e la stessa altezza AH di N; 
per lo che sussistono le due seguenti propor- 
zioni* M : P :: AB : AH, P : N :: AD : AE, che * III." 
moltiplicate termine per termine (Ale.* n.° 1 q 5 ) 
danno M X P ' P X N, o sia (Alg. n.° 173) 

M : N :: AB X AD : AH x AE. Lo che ec. 

Scolio. Questo teorema ’l mezzo ci appresta 
di misurare i rettangoli cioè di definire l’area 
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di ubo rispetto all’area di un altro, compa- 
rando i rispettivi prodotti delle basi per le 
altezze , che d’ ordinario sono espresse in nu- 
meri relativi all’unità di misura lineare. Vo- 
lendo però rendere più semplice l’operazione, si 
è convenuto di stabilire l’unità di misura per 
le superficie, e si è scelta l’area del rettangolo 
che ha la base i e l’altezza i, o sia ’l quadrato 
costruito sopra l’unità lineare, che noi designia- 
mo per Q. Iu simile guisa un rettangolo qua- 
lunque R di base B ed altezza A si riferisce 
al quadrato Q = r per mezzo della proporzione 
R:Q::^ X B: i Xi,osiaR: i y. A X B : i , 
che dà R = A X B , ed in modo assoluto 
si enuncia , che il rettangolo ha per misura, 
il prodotto della base per V altezza; Questa 
proposizione si deve riguardare come compen- 
diosa , sottintendendovisi ’l termine del pa- 
ragone, ch’è l’unità Q di superficie, e il pro- 
dotto di base per altezza altro non denota che 
Fig. 116. quante volte il rettangolo R comprende ’l qua- 
drato Q; così nel caso di B = 5 palmi , A = 
4 palmi , si ha R = 5 X 4 — 20 palmi qua- 
drati , che si possono rendere visibili nella figu- 
ra , tirando le perpendicolari alla base ed al- 
tezza da’ punti di divisione. Che se A e B 
fossero espresse in canne o miglia, ec. l’unità 
di superficie sarebbe il quadrato sopra ’l lato 
di 1 canna o di 1 miglio , ec. e ’l prodotto 
A X B esprimerebbe l’area del rettangolo in 
canne quadrate o miglia quadrate, ec. Quando 
poi i numeri di A e B comprendono frazioni 
dell’unità lineai'e, si deve procedere col metodo 
delie parti aliquote, che somministra le unità 
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di superficie e, le rispettive parti (li 11’ unità 
(Aritm.* n.° i3i. Es.° 5°). Con questo sistema 
noi veniamo esponendo le misure delle aree 
dell’altre figure, cioè ci facciamo ed enunciare 
sempre l’espressione compendiosa della misura 
in modo assoluto, che deve riferirsi alla stessa 
unità Q di superficie già fissata pe’ rettangoli. 

Corollario. Essendo nel quadrato ionsidé- 
rato a guisa di rettangolo la base eguale all’al- 
tezza, il prodotto di Base per altezza si riduce 
alla a* potenza del numero esprimente le unità 
lineari contenute nella base, e quindi si stabilisce 
che la misura del quadrato è la a“ potenza del 
suo lato. Così nel caso del lato 5 palmi l’area 
del quadrato è 25 palmi quadrati , che si pòssono 
definire nella figura per mezzo delle perpendico- Fig. 127. 
lari condotte da’ punti di divisione di due lati 
contigui; e se ’l lato si valuta in canne , la sua 
2“ potenza dà canne quadrate , come ha luogo 
per le misure di superficie (Aritm. a tav. 11 “ a 
pag. 262), di cui nell’ultima colonna si esprime 
il lato in canne , corrispondendovi nella penul- 
tima le 2 C potenze de’ lati, che denotano i quar- 
tieri o sia le canne quadrate. Per questa ra- 
gione la 2’ potenza in algebra si chian a qua- 
drato (Alg.“ n. 0 75), e le formule alg< braichè 
(Algebra num.“ 80) (a it b)* = a’ ± aab-\- b\ 

\a-\-b)(a — b') = a , —-b' ì ec. si convertono in 
teoremi geometrici, sostituendo i quadr ti alle 2* 
potenze delle linee ed i rettangoli ai piodolti; 
ciò che pure ha luogo pel teorema ni melico 
delle a® potenze de’ lati del triangolo rettan- 
golo , che vale pe’ quadrati costruiti sopra ì 
lati anzidetli *: ed in generale i primi 10 teo- * 14. XJ-* 

34 bcoL 
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remi del lib. a 0 di Euclide si possono dimo- 
strare per mezzo di formule algebraiche. Tutte 
le volte poi che i teoremi somministrano una 
proporzione in linee, facendo ’l prodotto degli 
estremi e de’ medi, vi si può sostituire il ret- 
tangolo sopra gli estremi eguale a quello sopra 
i medi o al quadrato del medio proporzionale 
nel caso della proporzione continua , il che si 
verifica pe’ teoremi del § i 5 circa le linee pro- 
porzionali nel circolo. 

V.° Qualunque parallelogrammo ha per 
* Def. 5 . misura il prodotto della base per V altezza *. 
Fig. 120. Conciossiachè essendo ’l parallelogrammo 
ABDC equivalente al rettangolo ABFE della 
* I.® Cor. stessa base AB e della stessa - altezza AE*, ne 
conseguita che la misura AB X AE del rettan- 
*IV.° Scol. golo * debba convenire al parallelogrammo; lo 
che ec. 

Corollario . I teoremi stabiliti nella compa- 
razione de’ rettangoli valgono ancora pe’ pa- 
rallelogrammi, così essendo A, A' le altezze , 
j B, B' le basi de’ due parallelogrammi /*, P\ 
si ha P : P' : : A X B : A 1 X B‘ cioè i paralle- 
* IV. ° logrammi a somiglianza de’ rettangoli * stanno 
in ragion composta delle basi e delle altezze. 
Posto adunque A — A ' , si ottiene P : P' ;; 
B : B\ e nel caso di B = B‘ ne resulta P : 
P 1 A : A 1 , cioè a dire i parallelogrammi 
HI ® della stessa altezza stanno come le basi * e 
quelli della stessa base come le altezze. La 
condizione generale poi di essere P = P' quella 
si è di A X B = A' X B ‘ , che dà origine 
alla proporzione A : A‘ :: B 1 : B ; e quindi si 
stabilisce che due parallelogrammi sono eguali , 
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allorché , hanno le altezze ih ragione inversa 
delle basi , nella quale condizione l’altra si 
comprende di A — A' e B ==B' *. 

VI. ° Il triangolo ha per misura la metà 
del prodotto della base per V altezza *. 

Essendo ’l triangolo ACB metà del paralle- 
logrammo formato sopra la stessa base AB e 
e colla medesima altezza CD“, s’intende do- 
vere convenire all’area del triangolo la metà 
della misura di quella del parallelogrammo cioè 
sAB x CD; lo che ec. 

Corollario. Tutte le proposizioni stabilite 
pe’ parallelogrammi * sussistono pe’ triangoli; 
giacche ammettendo la stessa segnatura per le 
basi ed altezze de’ due triang. T e 7 V , si ha 

T: T XJl-AxB.A 1 X B, 

2 a 

cioè i triangoli stanno in ragion composta 
delle basi e delle altezze , ec. ec. 

VII. * Il trapezio ha per misura il prodotto 
della retta , che unisce i mezzi de * lati non 
paralleli , per la distanza de* lati paralleli , 
o sia la semi-somma delle basi moltiplicata 
per la sua altezza *. 

Sia il trapezio ABCD, di cui AD, BC rap- 
presentano le basi parallele, e BQ l’altezza; dal 
mezzo O di CD si tiri OP parallela alle basi 
e FE parallela a BA, e si prolunghi BC in F: 
io dico di essere P il mezzo di BA , e di es- 
sere il parallelogrammo ABFE equivalente al 
trapezio ABCD. Imperciocché si hanno i due 
triang. COF , EOD eguali * per ragione di 
CO = OD e degli angoli intorno a questi lati 
rispettivamente eguali ", da cui si deduce FO ' 


* I.« 

* Def. ». 
Fig. 128. 

* ir.® 

.* Y.o Cor. 


* Def. 4 . 
Fig. 129. 


* 11. IY.° 
2 e 6. V.* 
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= 0E; ma FO = BP c OE = PA*; dunque 
P è ’l mezzo di BA. Di più se dal trapezio 
ABCD si toglie ’l triangolo EOD e si sostitui- 
sce ’l triangolo eguale COF, egli è chiaro che 
viene a formarsi il parallelog. ABFE equiva- 
lente al trapezio. In questa guisa la inisurà 
del trapezio ABCD si riduce a quella del pa- 
rallelog. ABFE, che si esprime da AE X BQ‘; 
ed essendo AE = PO % si può l’anzidetta mi- 
sura convertire in PO X BQ giusta la prima 
enunciazione del teorema. Quando poi si villette 
• >. T7 2AE AE -j- BF _ 

essere PO o sia A E = — ~ 


AE + BC-fCF AE + BC + ED AD + BC 

• 2 2 2 

la prima espressione PO X BQ della misura 
del trapezio si trasforma nella seconda identica 

AD + — X BQ ; lo che ec. 

2 

Vili. 0 In ogni quadriintero iscritto nel cir- 
colo come per es. ABCD il rettangolo for- 
mato sopra le due diagonali AC, BD, di cui 
una ne rappresenta la base e Valtra l’altezza , 
è eguale alla somma de’ due rettangoli for- 
mati sopra i rispettivi lati opposti , cioè a dire 
si ha AC X BD = AB X CD + AD x BC. 

Comparando due archi qualunque sottesi da 
due lati contigui come per es. CD , DA , si 
prenda nell’arco maggiore CD la parte CO = 
DA; e si guidi BO; che incontra in I la dia- 
gonale AC; io dico che i due triangoli 1BC , 
1BA sopra la diagonale AC sono rispettivamente 
simili a’ due triang. BDA, BDC, in cui l’altra 
diagonale BD divide ’l quadrilatero. Ed in vero 
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i due triang. 1BC, BDA hanno Bang. lBC o 
sia OBC = ABD‘, e Bang. 1CB o sia ACB * 8 .iI«Cor. 3 . 
= ADB ; dunque i due triangoli sono si- 
mili , e danno la proporzione* CI:BC;:ÀD * 14 . Y° 

: BD, phe si converte nell’eguaglianza CI X BD 
= AD x BC (Alg. a n.° 171 ). Parimente i due 
triang. 1BA, BDC hanno l’ang. 1BA o sia OBA 
= C13D * per ragione dell’arco AD = CO, cui •8.Il°Cor.3. 
aggiungendo DO, si ottiene AO = CD; hanno 
di più l’ang. 1AB o sia CAB = CDB; dunque 
questi triangoli sono simili, e se ne deduce la 
proporzione ÀI : AB :: CD : BD cioè l’eguaglianza 
AI x BD = AB X CD. Se si sommano le due 
eguaglianze , e si riflette essere CI X BD -{- 
AI x BD = (CI + AI) BD = AC X BD , ne 
proviene AC X BD = AD x BC + AB X CD; 
lo che ec. 

IX. 0 II poligono regolare è misurato dalla 
metà del prodotto del suo perimetro pel rag- 
gio del circolo iscritto , che dicesi apotcma. 

Sia O il centro del circolo iscritto al poligono Fig. 83. 
regolare ABCDEF, che per mezzo delle rette 
OA, OB, OC, OD, ec. si scompone ne’ trian- 
goli AOB, BOC, COD, ec. di cui le basi cor- 
rispondono a’ successivi lati AB, BC, CD, ec. 
del poligono, e le altezze OL , OM, ON , ec. 
sono eguali , come quelle che rappresentano i 
raggi del circolo iscritto *. Considerando adun- * i 3 . li.» 
que la sola altezza 0 apotema OL per lutti i 
triangoli si ha * AOB = iAB X OL, BOC = * yi.° 
iBC x OL, COD = 3 CD xOL, ec.; e quindi 
la somma di questi triangoli cioè a dire l’area 
del poligono regolare ABCDEF <si esprime da 
i AB x OL + i BC x OL -f 3 CD x OL -j- ec. 
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= i(AB + BC-f CD-fec-) x OL = iP X R, 
chiamando P il perimetro e R il raggio. Lo 
che ec. . 

Lemma avanti X.“ 

Il circolo è ’l limite de’ poligoni regolari 
circoscritti , di cui ’l numero de’ lati cresce 
sempre nella serie de’ doppi , cioè ’l perime- 
tro del poligono tende a confondersi colla 
circonferenza e l’area col circolo , potendosi 
le rispettive differenze -rendere minori di qua- 
lunque quantità assegnabile. 

Fi» i3i. Supponendo CABP ec. un-poligono regolare 
qualunque iscritto al circolo, si circoscriva il 

• ilProbl.a. poligono simile GHDM ec. *; e passando al po- 
•j. metodo ]jg ()I , 0 iscritto di un numero doppio di lati 

*i5.1’robl. i. CyÀeB ec. * si venga a determinare in cor- 
rispondenza ’l circoscritto simile CqpmnB ec. 
in cui C q, nB rappresentano semi -lati, qp , 
pni ,• mn lati interi; e così di seguito si ot- 
tengano ì successivi poligoni circoscritti di un 
numero di lati preso nella serie de’ doppi, di 
cui i perimetri si vanno facendo sempre più. 

* i. Dcf. i. piccoli. Conciossiache si ha * mn < mD -f- D n, 

cd aggiungendo A m + nB a’ due membri, ne 
proviene Aro -f- mn + nB < Am -f- mD + Dra 
-j- ;tB , o sia Am -j- mn + nB < AD -f- DB ; il 
che importa essere la somma di due lati del 
a" poligono .minore di un lato del i°, e quindi 
il perimetro del a 0 , poligono resulta minore di 
quello del i°, valendo questa dimostrazione per 
due poligoni consecutivi qualunque dell’anzi- 
delta serie. Intanto il perimetro di ogni poli- 

S ono circosoiilto dev’essere sempre maggiore 
ella circonferenza , essendo per es. nel caso 
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del poligono di n lati AD -f- DB cioè la lun- 
ghezza di un lato più grande dell’arco AB parie 
n*' m * della circonferenza , e questo per la ra- 
gione della linea spezzata inviluppante maggiore 
della linea curva convessa, qual’è l’arco circo- 
lare*, compresa fra gli stessi punti estremi ed * 5.T.® S.q!. 
inviluppata. 1 perimetri adunque de’ successivi 
poligoni circoscritti, come quelli che .diminui- 
scono, si avvicinano sempre alla circonferenza, 
e non vi pervengono mai, potendo la loro diffe- 
renza diventar minore di qualunque quantità 
assegnabile; il che importa di essere la circon- 
ferenza ’l limite de’ perimetri di sì fatti poli- 
goni. Nè diversa va la cosa per le rispettive 
figure: perchè le superficie delle figure misti- 
linee A DB, A me, ec. esprimono la parte n sima 
dell’eccesso del particolare poligono di n lati 
sopra ’l circolo , come è chiaro per la coinci- 
denza, che può effettuarsi di ADB con AHC, 
ec. di siine con Apf , ec. cc.; e queste figure 
mistilinee tendono sempre più a diminuire, co- 
me le lindi: spezzate ADB, Amo , ec. si avvi- 
cinano agli archi circolari AB, Ae, ec. Il cir- 
colo adunque è ’l limite delle aree de’ poli- 
goni circostrilti, ec. Lo che ec. 

Scolio. Ecco la dimostrazione del principio 
ammesso circa la linea spezzata inviluppante 
maggiore della curva convessa inviluppata: sia 
la linea spezzala AMN, c fra gli stessi punti Flg. i">a. 
estremi A , N si consideri la linea convessa * * io. Della, 
formata dalle rette AB, BC, CD, DE, EN, di 
cui ciascuna prolungata occorra a MN ne’ ri- 
spettivi punti ù, c, d , e. Partendo dalla pro- 
posizione fondamentale AM -f- M b > Ab, coll’ag- 
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giunta di &N si deduce la i* ineguaglianza A M 
4 - MN > Ab 4 - £N; similmente posto 136 4" bc 
>Bc, coll’aggiunta di AB e cN si deduce la 
a* Ab -f* AN > AB + Bc + cN ; posto Cc 4- cd 

> Cd , coll’aggiunta di AB -(- BG e dN si •ottiene 
la 3“ AB 4 - Bc 4 - cN> AB 4 - B C 4 - Ct/ 4 - dN ; posto 
T)d 4- de > De, coll’ aggiunta di AB 4~ BC 4~ 
•CD e eN si ha la 4 AB 4“ BC 4- Cd 4* dN 

> AB 4* BC 4- CD 4 - De 4 - eN; posto inllue Ee 
4- eN > EN , aggiungendovi AB 4“ BC 4- CD 
4- DE , si ricava la 5* AB 4- BC 4* CD 4- De 
4 - eN>AB + BC + CD 4 - DE 4 - EN. E siccome 
in questa serie d’ineguaglianze il 3 ° membro di 
una qualunque diviene ’l i° membro della se- 
guente, così si argomenta a fortiori essere il 
i° membro della 1 “ AM 4- MN > AB -f- BC-4- 
CD -f- DE 4- EN cb’è ’l 3 ° membro dell’ultima, 
eli’ è quanto a dire la linea spezzata invilup- 
pante è maggiore della linea convessa invilup- 
pata. Ora se le rette AB , BC ec. si suppon- 
gono infinitesime ed i successivi angoli evane- 
scenti, la linea ABCDEN si converte rfclla curva 

Fìg. lòabis convessa APN; per lo che in forza della dimo- 
strazione di sopra la linea spezzata AM 4- AN 
resulta maggiore della curva convessa APN, e 
nella classe della curve convesse si compren- 

5. I-» Scoi, dono appunto gli archi circolari *. 

Questo teorema si verifica in generale per 
due lince convesse qualunque comprese fra gli 
stessi punti estremi e formate da varie rette, 

Fig. i3a ter essendo sempre la linea inviluppante AMOPQN 
maggiore dell’inviluppata ABCDCN, c la dimo- 
strazione resulta analoga agli stessi principiò 
Di fatto prolungando AB in b , BC in c, CD 
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in d, DE in e, si parie dal principio AM + 
MO + O b > A b , e coll’aggiunta di bP + PQ 
4- QN si deduce la i a ineguaglianza AM + MO 
, + OP + PQ + QN > Ab + bP + PQ + QN; poi 
si stabilisce B£ -f bP + Pc > Bc, si aggiunge 
AB e cQ + QN, e si deduce la 2“ ineguaglianza 
Ab + 4P + PQ + QN > AB + Bc + cQ + QN; 
così da C c + cQ -f* Q d > Cd si argomenta die- 
tro la conveniente aggiunta la 3" AB + Bc + 
cQ -f- QN > AB -f- BC -J- Cd + dìS ; indi da 
Pd + de > De la 4“ AB + BC + Cd + JN > 
AB BC 4- CD 4- De 4- eN, e lilialmente da 
Ee 4- eN > EN la 5“ AB 4- BC + CD 4- De + 
eN > AB 4* BC 4 - CD 4- DE 4- EN. Dunque si 
ha il i° membro della 1* ineguaglianza AM 4 " 
MO 4- OP 4- PQ 4- QN > AB 4- BC 4- CD 4- DE 
4-EN, ch’è il 2 0 membro dell’ultima. Supponen- 
do come sopra le rette infinitesime, ed evanescenti 
i successivi angoli, si ottengono due linee curve 
convesse APN, AQN, e la curva inviluppante 
APN ù maggiore dell’inviluppata AQN compresa 
fra gli stessi punti estremi A, N. Che se le 
due curve convesse sono archi circolari, allora 
l’arco inviluppante APN è quello del raggio 
più piccolo * , e si stabilisce che nel caso di 
due archi circolari compresi fra gli stessi punti 
estremi Varco di raggio maggiore è pile corto 
dell'arco di raggio minore. Questo principio 
ci sarà utile per istabilire la più corta distanza 
fra due punti della superficie sferica , dove le 
distanze si misurano per archi circolari. (Vedi 
§ 23. IIP. Cor. 5°). 

X.° L’area del circolo ha per inisura la 
metà del prodotto della circonferenza pel rag- 
ni) 


Fig.ioa bis 


*i5.I*Scol. 
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gio, o sia il circolo è equivalente ad un trian- 
golo, che ha per base la circonferenza distesa 
in linea retta e per altezza * l raggio. 

' Conciossiachè considerando nella serie dei 

poligoni regolari circoscritti quello, di cui l’area 
S' differisce dall’area S del circolo di raggio 
R per una quantità minore di qualunque asse- 
* Lemma gnabile*, si può stabilire l’equazione S' — S=o , 
in cui lo zero tiene luogo deU’infinitesimo, non 
altrimenti di ciò che si è praticato nel teore- 
ma VI® del § 17, e così si ha -S' = S. Inoltre 
chiamando P il perimetro di tale poligono e 
C la circonferenza, si può ancora supporre P 

* idem — C = o, cioè P — C*. Ora se nell’equazione 

* IX. 0 relativa all’arca del poligono, cli’è S'=±P X R*, 

si sostituiscono i valori di S'~S, P—C, ne 
proviene S=± C X R giusta la superiore enun- 
ciazione; e questa misura conviene al triangolo, 
*VI.° di cu i ] a base è C e l'altezza R *. Lo che ec. 

Corollario. Confrontando l’area del poligono 
circoscritto e quella del circolo, si vede essere 
il loro rapporto fissato da l P X R : ^ C X R 
cioè da P : C , ch’è quanto a dire il rapporto 
delle aree del poligono circoscritto e del 
circolo è eguale a quello de* loro contorni , 
che sono il perimetro del poligono e la cir- 
conferenza. 

•i.IW. 4. XI.® U area di qualsisia settore * CAB è 
Fig. a. misurata dalla metà del prodotto dell’ arco 
sotteso CFB pel raggio del circolo. 

Imperciocché chiamando s l’area del settore, 
yt la lunghezza dell’arco, S e C il circolo e 
la circonferenza di raggio R, cui si appartiene 
* a.II.’Cor. il settore, si stabilisce la proporzione * s : S :: 
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A : C, che si converte nell’altra s : S :: l Ax ìf: 
jC X mercè ’l moltiplico de’ termini del 
2 “ rapporto per lo stesso l'attore i R; ma si 
ha ‘ S = i C X R ; dunque dovrà essere s 
= , A X R- Lo che ec. 

Corollario. Volendo valutare l’area del seg- 
mento CFB * , si deve prima esprimere l’area 
del settore CAB, e dalla stessa sottrarre l'area 
del triang. CAB.*' imperciocché si ottiene 
segm. CFB = seti. CAB — triang. CAB. 

Scolio. Non si possono effettuare le misure 
indicate ne’ teoremi X e NI , senza che si 
esprimano in numeri le lunghezze del raggio 
e della circonferenza; il che ci conduce al fa- 
moso problema risoluto la prima volta in modo 
approssimato da Archimede, che consiste nel 
definire il rapporto della circonferenza al 
raggio o pure al diametro. 

11 metodo di trattar questo problema è quello 
stesso adottato dal nostro sommo geometra , e 
si fonda sulla proprietà, che hanno di avvici- 
narsi sempre più alla circonferenza i perimetri 
delle due serie di poligoni regolari simili iscritti 
e circoscritti, di cui il numero- de’ lati va cre- 
scendo al doppio. Imperciocché essendo sempre 
il perimetro di qualsisia poligono iscritto mi- 
nore della circonferenza * e quello del poligono* 
circoscritto maggiore*, si può a piacimento 
pervenire a due perimetri sempre più avvici- 
nati di poligoni simili , cioè a due valori nu- 
merici che possono differire di una quantità 
minore di qualunque assegnabile ; per lo che 
la parte comune a quei due numeri esprime 
certamente ’l valore della circonferenza com.- 


* X.° 

* f. Def. 4. 

* VI.® 


7.L.ay.VT® 
"Lem.av.X 0 ' 
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prosa fra gli stessi, che resulta approssimato 
sino a quel punto. In forza di questo metodo 
non può ritrovarsi ’i rapporto esatto, sebbene 
se ne possa spingere l’approssimazione sino al- 
l’infinito; ma per altre vie hanno i geometri 
dimostrato essere un sì fatto rapporto incom- 
mensurabile , e così ’l- resultamento del metodo 
è appunto quello che può ottenersi in simile 
circostanza. 

Partendo a somiglianza di Archimede dal- 
l’esagono iscritto, di cui ; 1 lato eguaglia 1 rag- 
gio * supposto f , e percorrendo la serie dei 
poligoni iscritti e circoscritti di 12, 24, 4^ 1 
96, ec. lati, si ottiene ’l perimetro del poli- 
gono iscritto di 245^6 espresso da 6,283 1 853... 
o quello del poligono simile circoscritto da 
6,283(853...; onde la circonferenza, ch’è mag- 
giore del i° perimetro e minore del 2 0 , si 
esprime certamente da 6,283(853 a un dieci- 
milionesimo presso. In simile guisa il rapporto 
di questa circonferenza al suo diametro resulta 

6,283(853 3 ,i 4 i 5 o 26 . , _ . _ ~ . 

= — — — — , cioè 3,1415926 e la 

lunghezza della circonferenza del diametro 1; 
e siccome questo rapporto è costante per qual- 
sisia circonferenza al suo diametro * , così si 
stabilisce in generale essere 3, 1415926 il rap- 
porto richiesto dalla circonferenza al diametro, 
il quale numero sarà sempre da noi indicato 
colla lettera greca ir. 

Venendo ora al calcolo de’ perimetri de’ po- 
ligoni già indicati, facciamo uso per la serie 
degl’iscritti della nota formula ( Appeml . al § 
(5. n.° 11°) ' 
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(iì) u = v^- V’-^. 

in cui rè’l raggio del circolo, c il lato del 
poligono di n lati, d quello di nrc lati; e per 
la serie de’ circoscritti dell’ altra nota formula 
(idem n.° IV. °) 

(Z?) x ^ [ (ar + d) (a r — d)]’ 
mercè la quale si fa passaggio dal lato d del 
poligono iscritto al lato x del poligono simile 
circoscritto; e queste due formule nel presente 
caso di r = i si riducono alle seguenti 

(B'\ d = V(i+^)-V(‘-^0 

( D ') x = s /u*+d) ( a _dj]- 


Operazione pe’ poligoni di 1 2 /ufi. 
c lato dell’esagouo = 1 
(#') d = ^'(i + o,5) — y/(i — o,5) = \/i,5— \/o,5 
Vi, 5 = 1,22474 487*3 92 
Vo, 0 = 0,70710 67811 87 
d = 0,51763 80902 o 5 

< 5, )'=!pf«=»’ 5!5S 9 838 ^ 


Operazione pe’ poligoni di 24 lati. 

£=0,51763 80903 o 5 
V(i+ìc)= i,i 3*97 *°335 94 
V(* ;£)= 0,86091 86691 53 

d— 0,26105 a 3844 4 t 

o,2633o 499^3. 


_ 0,52310 47689 
OC ■ ■ 


,98288 97228 



i 9 8 

3.- 


x 


Operazione pe’ poligoni di 4^ loti. 

c = o,26io5 25844 4 l 
y(i+ie) = 1,06326 20524 68 
V ( 1 — kc) = o , 93245 57940 06 

<J = o,i3o8o 62584 Oo 
0,2616 i_a 5 i 69 — o , 3lo8 6 9 356. 

1,99671 7 » 4 <j 5 ’ J 


4 . " Operazione pe’ poligoni di g6 lati ► 

c = o,i3o8o 62584 6° 
y(i -+-^<?) = i,o32i8 36703 98 
-y/(i — ì 6‘) = 0,96674 55o46 55 
d — o,o6543 8i656 43 

x =z °> 1 ^ o8 7 ^ = o,o 6547 32208 . 

1 >99°9 2 9*75° 

5. " Operazione pe' poligoni di ign lati. 

c — o,o6543 81 656 43 
y^-j-ic) = 1,01622 78695 36 
y(i — k c ) — 0,98350 44°6a 83 
d = 0,03272 3463a 53 

7344 = 7 . 


X — 


i>9997 3 2a 7 58 J 9 


6.* Operazione pe ’ poligoni di 384 Irto* 

c = 0,03273 3463a 53 
y(i +jc) = 1 ,008 <4 76735 21 
V( » —kc) — 0,99178 53943 i3 

</= 0,01 636 22792 08 
__ 0,03272 43^8 f 16 _ 0j0l( 3 3G 33268 08. 
1 ’ 9999 3 30678 35 
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7." .Operazione pe’ poligoni di j68 lati. 
c=o,oi63ò 22792 08 
V(i+i e )— i,o°4°8 223^4 71 
VC* — *0 = 0,99590 10294 18 


X 


d =. 0,0081 8 12080 53 
o,oi 636 24161 06 . 

= ,,^j8 T ^ii8 >» 7 ® »’• 


8. a Operazione pe * poligoni i 536 lati. 
<? = o, 00818 12080 53 
VC 1 ==? 1 ,00204 32 146 5o 
V(i — ìc) = 0,99795 26020 68 


X: 


d— 0,00409 06125 82 

0,00818 na 5 i 64 , „ 

— — 0,00409 0Ò211 38 . 


1 «99999 58 167 18 


g. a Operazione de poligoni di 3 oya lati, 
c = 0,00409 06125 82 
V(l = 1 ,00102 2l3o7 70 

VC 1 — t c ) = ° 99897 68234 °9 
d= 0,00204 53073 61 
0,00409 06147 22 * / ro 0/ 2 

= _ _ , — = 0,00204 53 o 84 3 i. 

1 >99999 8954 1 79 


a: 


io." Operazione pe * poligoni di 61 44 loti. 

c= 0,00204 53073 61 

V(i+4c)= i,ooo 5 i 11961 79 

V ( 1 — £0 = o >99948 854a3 65 

d= 0,00102 26538 14 

0,00204 *53076 28 /o 

T òr ' / c =0,00102 2&53 q 48. 

1 >99999 97385 45 ’ J 4 


x 
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1 1 .* Operazione pe’ poligoni di 12288 lati. 
c= 0,00102 a6538 14 
y(, + >c)= i,ooo 2 5 563o7 80 

V ( t —kc) = 0 .99974 4 8 ° 38 56 

<i=o,ooo5i 10269 a4 

0,00102 26538 38 _ ~ ~ , 

X = rr-r- ^=0,00051 l32Ò94l. 

1 ,99999 99^46 36 

i2. n Operazione pe ’ poligoni di z/fijG lati, 
c = o.oooSi 13269 24 
y(,+ic) = i , ooor 2 78235 61 
V( I— ic) = °>999 8 7 21600 97 
d = 0,00025 56634 64 

o,ooo 5 i i326q 28 - rri'i / ar 

x~— — z — == 0,00025 56634 66 . 

1 >99999 99 g 86 59 

I valori di d , x moltiplicati pel rispettivo 
numero 12 , 24 , 4 8 > ec * de’ ^6 danno i peri- 
metri giusta la seguente tamia 


NUMERO 

VALORE DEL PERIMETRO DEL POLIGONO 

de’ lati. 

ISCRITTO. 

CIUCO SCRITTO. 

I 2 

6,21 16571 

6,4307806 

24 

6,2652072 

6,3193199 

48 

6,2787004 

6,2921 724 

96 

6,2820639 

6,2804292 

192 

6,2829049 

6,2837461 

384 

6 ,a 83 i 1 5 a 

6,3800355 

768 

6,2831678 

6, 2833204 

i 536 

6 ,a 83 1 809 

6,283194 1 

3072 

6,2801842 

6,2831875 

6144 

6 , 283 i 85 o 

6,2831809 

1 2288 

6, a 83 1 852 

6 , 283 x 855 

24576 

6,2831 853 

6 , 283 i 85 o 
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E da questa tavola si argomenta, come già 

• - i 6,283 i853 -3 / r r 

si e detto, ir = = 0,1410920. 

Archimede, limitandosi a’ poligoni di 96 iati, 
venne provando dover essere il perimetro del 
poligono iscritto maggiore di 3 ~ , l’altro del 
circoscritto minore di 3 , e prese come va- 

lore approssimato della circonferenza 3 o sia 

3 7 = —, cli’è quanto a dire assegnò il famoso 

rapporto del diametro alla circonferenza come 7 a 

22; il quale valore — convertito in decimali si 
7 

esprime da ir = 3 , i4 a 8 ec. esatto sino alla 
cifra de’ centesimi, come peraltro è chiaro dalla 
tavola supcriore , che pe’ poligoni di 96 lati 
6 aB 

somministra ir = — — 3, 1 4* Merita pure di es- 

. .. . 355 

sere conosciuto il rapporto eli Mezio ir — — - 

assai più approssimato di quello di Archime- 
de, perchè si converte nella frazione decimale 
ir = 3,1415929 esatta sino a’ milionesimi; e 
deve oomc tale dipendere da’ poligoni di 6 r 44 


lati . 


che danno giusta la tavola t= 


6,a83i85 


= 3 , t 4 i 592. 

XII. 0 La circonferenza di qualunque circolo 
è eguale al suo diametro moltiplicato pel nu- 
mero costante ir, ch'esprime ' l rapporto della 
circonferenza al diametro ; l'area del circolo 
è eguale al quadrato del raggio moltiplicato 
per lo stesso numero ir; e l'area del settore , 

26 
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che comprènde l'orco A di g gradi , è- eguale 
al j]5imo (i e i precedente prodotto, indicando per 
n il rapporto di 3Go" : g.° 

Chiamando R il dato raggio del circolo c C 
* 17. VI.® la circonferenza , si stabilisce la proporzione * 
1 : ir :: 2 /? : C , da cui si ricava Cz=aRie 
(Àlg.* n.° 172 ). Se poi si sostituisce questo va- 
* X. 0 ' lore di C nell’espressione dell’area del circolo * 

S = i C X R, si ottiene S = = R •*. 

2 

In fine la lunghezza dell’arco A di g° si de- 
termina per mezzo della proporzione g° : 36o® 

: : A : 2 Rir, che dà A = — * 4 e quindi si de- 

•* xi.° duce l’area del settore *s=~AxR = ?X 
e X _ e R**r , 

- ... X R = ?c XR ir— » essendo per 

3bo 3bo n ' 1 

. . 36o . e 1 

ipotesi =n o sia 

* g 3bo « 

Applicazione numerica. 

Sia I? = 7 con. 5 pai. 3 ott. c si voglia 
esprimere la circonferenza e l’area del circolo 
ad un diecimillesimo presso dell’unità -dell’in- 
fimo ordine. 

Riducendo le canne ed i palmi ad ottavi di 
palmo, si ha R ~ /\C)\ ott. e considerando 
•XI.® Scoi. a’ = 3,i4i5c)*, si ottiene la circonf. C= 2 X 

491 X 3, 1 4 1 59 = 3o85,o4i 38 ott.j che ridotti 

in palmi e canne danno 

C = con. 4 $ • 1 • 5,o4i4. 

In riguardo alla superficie si deve da prima 
calcolare R * (Aritm.* n.° i3i. Es.® 5°) 
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2 . 7 * O . I 
cari. 58 . 6 . 6 . 7 . i 

liv quale misura ridotta agli ottavi del 3 * or-,- 
diue diviene 3 ‘. ott. 241081 c poi si stabi- 

lisce S = 241081 X 3 ,t 4 i 59 = 757377,65879. 
3 ‘.ottavi , che vdl quanto dire 

S' — cari. 1 84 . 7 . 2 . o . ì ,6588 
cioè i84 canne quadrate , 7 palmi, 2 l‘. ottavi , 
zero ^.ottavi, 1 3 °. ottavo e 6588 diecimillesimi 
di 3 °.ottavo. 

Rimanendo lo stesso valore di R, si voglia 
calcolare l’arca del settore di g" — i 5 ° 5 a' 18". 

In questo caso S1 ha . 

e quindi * = 757377,65879 3 i ott. : 

757377,6587 9 x 57138 4^275044667,94302 

1296000 1296000 

= 33391,23816 3 ‘ ott. = 

ean. 8 . 1 . 1 . 5 . 7,2882 cioè 8 canne quadrate- 

1 palmo , ec. 

Corollario. Essendo £, s le aree di due cir- 
coli, i?, r i raggi, si ottiene S = R 7 k, s = r’-r 
e quindi la proporzione S : s’.‘. R 7 i c : r'vy.R* : re- 
cioti a dire le aree de* circoli stanno come i 
quadrati de* raggi o de* diametri , eli’ è lo- 
stesso ; e le aree de * settori simili stanno pure 
come i quadrati de* raggi o diametri , essendo 


S -.s :: 


:: R' : r\ 
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XIII. ° L’area di qualunque poligono è eguale 
t dia somma delle aree de * particolari tria'n - 
goli , in cui può scomporsi; e con una co- 
struzione geometrica può sempre ’l dato po- 
ligono convertirsi in un triangolo equivalente. 

Lu i“ parie della proposizione è evidente, e 
diciamo soltanto che nella pratica si ha cura 
di scomporre ’l poligono in un sistema, di trian- 
goli, che sia il più comodo per la misura delle 
rispettive basi ed altezze. Questa scomposizione 
può aver luogo per mezzo delle diagonali con- 
dotte da uno de’ vertici agli altri, o per mezzo 
delle rette guidate da un punto dentro al po- 
ligono a tutti i vertici , potendosi ciascuno di 
questi triangoli scomporre in altri secondo la 
particolare circostanza. «E qualunque sia la 
scomposizione, si deve per ogni triangolo l’a- 
* VI.» re ’l prodotto di metà di base per altezza *, 
e prendere la somma di tutti i prodotti , la 
quale somma esprime la misura dell’area del 
poligono. 

Rispetto ■alla 2 * parte veniamo dimostrando, 
che qualunque poligono può-sempre convertirsi 
in un altro equivalente, che abbia un lato di 
tig. i33. meno. Sia per es. il pentagono ABCDE, in cui 
si guidi la diagonale CE , che sottende i due 
lati CD , DE ; dal vertice compreso D si tiri 
DG parallela a CE, cui occorre in G il lato 
seguente A E del pentagono', e si conduca CG. 
Così si forma sopra la base CE il triang. CEG 
* 11.* Cor. equivalente a CED *; e sostituendo ’i i u al 2“ 
triangolo, si converte ’l pentagono ABCDE nel 
quadrilatero equivalente ABCG. Nè questa co- 
struzione può venir meno, mancando ’l punto 
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d’incontro G; pcrcliè il lato ÀE incontra in E 
la diagonale CE, e prolungato deve incontrare 
la DG parallela a CE. Colio stesso metodo si 
procede onde convertire il quadrilatero ABCG 
nel triangolo equivalente, si tira cioè la diago- 
nale CA, che sottende i due lati CG, AG, dal 
vertice compreso G si conduce la parallela GF 
a CA, si prolunga ’l lato seguente BA, finche 
l’incontra in P, e si conduce CF ; il trian- 
golo CAF resulta equivalente a GAG *, e l’ope- 
razione di togliere ’l 2" e di aggiungere il i° 
triangolo converte il quadrilatero ABCG nel 
triang. BCF equivalente. Onde si conchiude es- 
sere ’l dato pentagono ABCDE equivalente al 
triang. BCF. Questo metodo si può applicare a 
qualunque poligono di n lati, che. si va con- 
vertendo ne’ suecessivi poligoni equivalenti di 
n — i , n — 2 , ec. lati , e così dietro n — 3 
costruzioni si perviene al poligono del numero 
di lati n — (ji — 3 ) = n — n + 3 = 3 (Alge- 
bra n.° 16) cioè al triangolo giusta l’enuncia- 
zione del teorema. 

XIV. 0 Qualunque poligono o circolo può 
sempre convertirsi in un quadrato equivalente. 

Imperciocché supponendo il poligono conver- 
tito nel triangolo equivalente * di base B cd 
altezza A , la sua arca si esprime da - AB *. 
Ora se si prende la media proporzionale X 
fra ~B e A o fra ?A e B col metodo geo- 
metrico*, si ottiene sempre X ' — 3 AB (Alge- * 
bra n.° 172), e quindi l’arca del quadrato co- 
struito sopra la linea retta X* dev’eguagliare * 
l’area del triangolo misurata dal prodotto '-AB. 
Nè diversa va la cosa pel circolo, eh’ è equi- 


* 11.® Cur. 


• xtrr.® 

* Vi.® 

1 5. Probi. 5. 
IV.® Cor. 
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valente ad un triangolo Ji base eguale alla-cir- 
* X.° conferenza C e di altezza eguale al raggio R'\ il 
quadrato sopra la retta Armedia proporzionale fra 
1 C e R o fra C e *R resulta eguale a ±CR 
cioè al circolo. Lo che ec. 

Scolio. L’operazione di convertire qualsisia 
poligono o circolo in quadrato equivalente si 
dice quadratura del poligono o del circolo ; 
e siccome la misura di questo quadrato cor- 
risponde a quella della data figura , così si è 
delta in generale quadratura la misura delle 
superficie o aree delle figure sì rettilinee che 
curvilinee o mistilincc. In questo senso si è chia- 
mato Problema della quadratura del circolo 
quello di ritrovare ’1 rapporto del diametro alla 
circonferenza, da cui dipende l’espressione nume- 
rica della misura del circolo, la quale espres- 
sione sarebbe esatta nel caso dell’anzidelto , rap- 
porto razionale. 

XV.* I triangoli simili ed in generale i 
poligoni simili stanno come i quadrati de’ lati 
omologhi o delle dimensioni omologhe. 

Conciossiachè due triangoli qualunque stanno 
in ragion composta delle due ragioni semplici 
•VI.» Cor. delle basi e delle altezze*, ed essendo queste 
ragioni eguali nel caso della similitudine dei 
*i7.III°Scol. triangoli *, la ragion composta si converte nella. 

duplicata delle semplici, ch’è quella de’ qua- 
drati delle basi o delle altezze cioè a dire dei 

L 1 

la segnatura del citalo Scolio; T: T' Il AB i 


*178). 

dietro 


'4 V.» lati 0 delle dimensioni omologhe* (Alg.* n 
, 7" 60 ' Ecco la replica di onesta dimostrazione 
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A'B' cioè 77= —, X ^ ; raa — 

que pv= o sia J 1 : 7 1 ' :: 2?’ : B'\ 


ao' 


dun- 


Vencndo ora a’ poligoni simili, si sa ch’essi 
possono scomporsi in triangoli simili * , che 
sfanno giusta la dimostrazione di sopra come 
i quadrati de’ lati omologhi; e siccome ne’ po- 
ligoni simili i lati omologhi sono proporziona- 
li * , così quei triangoli formano una serie di 
rapporti eguali, prendendo per antecedenti i 
triangoli di un poligono e per conseguenti i 
rispettivi triangoli dell’altro. Per lo che sta la 
somma di tutti gli antecedenti cioè l’area del 
i° poligono alla somma di tutti i conscguenti 
cioè all’area del a° come un solo antecedente 
al suo conseguente (Alg.* n.° 177) •> il quale 
ultimo rapporto è quello di due triangoli si- 
mili eguale al rapporto de’ quadrati de’ lati 
omologhi ed in generale delle dimensioni omo- 
loghe de’ due poligoni. Lo che ec. 

Corollario. I poligoni regolari simili stanno 
come i quadrati de’ raggi de * circoli circo- 
scritti o iscritti , essendo i raggi proporzionali 
a’ lati omologhi *; ed i circoli , come poligoni 
regolari simili nel senso già fissato ne’ due lem- 
mi *, conservano lo stesso rapporto de’ qua- 
drati de’ loro raggi o diametri o delle corde 
degli archi simili , il che altrove è stato no- 
tato *. 


XVI.° Costruendo sopra i tre lati del trian- 
golo rettangolo presi come omologhi tre po- 
ligoni simili % il poligono P sopra V ipotenusa 
AG è eguale alla somma de* due poligoni P', 
P 1 ' sopra i cateti AB, CB. 


• «7. n.° 

* 17. Def. 


* 17. V.* 

* av. X.° 
17. av. YI° 

*XTI.°Cor. 
Fig. i34. 

* 17. Probi. 
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Questo teorema deriva da quello di Pittagora 
circa i quadrati*, che ài estende a’ poligoni si- 
mili per la ragione di essere i poligoni nello 
stesso rapporto de’ quadrati de' lati omologhi*. 
Ed in vero esistendo la serie de’ rapporti eguali 

p : ac' :: P' : ab’ :: P" *. GB’, 

un solo antecedente P sta al suo conseguente 


AG come la somma di due antecedenti P' + 

• ’’ * 

P" alla somma de’ rispettivi conseguenti AB 
•+• CB’ (Alg.* u.* I77);ma i conseguenti di que- 
sta proporzione sono eguali cioè AG’ = AB -f- 
GB* ; dunque lo sono pure gli antecedenti o 
sia P = P' + P". Lo che ec. 

Scotio. Nella classe de’ poligoni simili vanno 
compresi, come si sa, i poligoni regolari dello 
* 17. v.« stesso numero di lati ed i circoli *; per lo che 

Lem.av.VI. il teorema stabilito vale pure pc’ circoli , che 
hanno come dimensioni omologhe i lati del trian- 
golo rettangolo, cioè a dire clic sono descritti 
sopra questi lati presi come raggi o diametri 

* 9. Trobl. o corde di archi simili * , essendo appunto i 

circoli proporzionali a’ quadrati delle dimen- 

* XY.° Cor. sioni omologhe *. 

Corollario 1 .“ Abbassando dal vertice B del- 
l’angolo retto la perpendicolare BF sopra l’ipo- 
tenusa AC, il poligono costruito sopra ì’ipo- 
tenusa sta a ciascuno de’ poligoni simili so- 
pra i cateti come l’intera ipotenusa al seg- 
mento adiacente , ed i due poligoni sopra i 
cateti stanno come i segmenti adiacenti. Im- 
perciocché la proporzione continua K AC : AB: 

* >4. xr.° AF * dà AG : AF AC’ : AB’ (Alg.* n.* 180), 

Cor. v. 


» 
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c per ragione di P : P' :: AC : AB* si stabili- 
sce P : P' :: AC : AF; ed avendo riguardo al- 
l’altra proporzione continua H AC : CB : CF, si 
prova nello stesso modo P : P" AC : CF. Se 
poi si comparano le due proporzioni stabilite, 
che hanno eguali gli antecedenti, ne resulta 
la terza P' : F' :: AF : CF. 

Corollario s. a Descritti sopra i lati del 
triangolo rettangolo ABC presi come diametri 
i tre semicircoli AEBDC, AMB, BNC, il pri- 
mo resulta eguale alla somma degli altri due 
cioè AEBDC = AMB -f- BNC; sottraendo dal- 
l’uria e dall’altra parte i due segmenti AEB, 
BDC , rimane il triangolo rettangolo ABC 
eguale alla somma de’ due spazi curvilinei com- 
presi fra gli archi AEB, BDC e le rispettive 
semicirconferenze AMB, BNC, ch’è quanto a 
dire ABC = AEBM -f- CDBN. Si è ’l primo 
esempio , che presenta la storia della geome- 
tria, circa la quadratura degli spazi curvilinei, 
e questi sono conosciuti sotto ’l nome di lu- 
nule (L’Ippocrate di Chio. 

problemi. 

i .* Dati due o più poligoni simili , costruirne 
un altro simile ed eguale alla loro somma. 

Situando ad angolo retto i lati omologhi AB, 
BC de’ due dati poligoni P', P“, si congiun- 
gano i‘ punti A e C Colla retta AC, sopra la 
quale corne lato omolago a AB si costruisca il 
poligono P simile a P' * , che resulta eguale 
alla somma de’ due dati P' -f- P" *. Che sé fos- 

27 
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som ila li più di due poligoni, allora l’ipotenusa 
A C si melici ebbe ad angolo retto col lato omo- 
logo del 3° poligono P"',ela nuova ipotenusa 
sarebbe ’l lato omologo del poligono da co- 
struirsi, che resulterebbe eguale a P'-{-P"-}-P M# , 
e così di seguito. 

3. 0 Dati due poligoni simili P e P' co- 
struirne un terzo simile ed eguale alla loro 
differenza. 

Sopra un lato qualunque AC del poligono 
maggiore P preso come diametro si descriva 
un semicerchio , in cui da A s’ iscriva il lato 
omologo AB del poligono minore P', e si con- 
giungano i punti B e C per mezzo di BC: il 
poligono P" simile a P' costruito sopra 1 lato 
BC omologo a AB è ’l poligono richiesto; per- 
chè si ha P=P' -f-P" e quindi P — P'mP". 

Scolio. In forza di questi due problemi si 
può costruire un poligono simile ed eguale alla 
somma algebraica di qualsisia numero di po- 
ligoni simili come per es. C -f- ec. — D 

— E — F — ec. Conciossiachè si possono ridurre 
pel i n problema ad un solo P tutti i poligoni 
da sommai-si J -f- B C -f- ec. e ad un solo 
P' quelli da sottrarsi 1) -f- E -f- F + ec.; e de- 
terminando pel a 0 il poligono P" = P — P' , 
•questo poligono P" verifica la condizione ri- 
chiesta. 

3.° Dato un poligono , costruirne un altro 
simile , di cui l'area stia a quella del dato 
nel rapporto de * numeri interi in : «. 

Si prenda un lato qualunque del dato poli- 
Fig. i36. gono per es. AB, e si divida in n parti egua- 
* i5.l*robl.5. li *j che nel caso della figura si suppongono 5, 
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c sul prolungamento (li AB si prenda BC ci- 
gnale a in di queste parti eguali , che corri- 
spondono- a 3; sopra l’intera retta AC come 
diametro si descriva un semicerchio, e dal punto 
B s’innalzi BD perpendicolare a AC, che oc- 
corre in D alla circonferenza; se sopra BD 
considerato come lato omologo a AB si descrive 
un poligono simile al dato, viene a verificarsi 
la condizione richiesta. Imperciocché i due po- 
ligoni simili stanno come i quadrati de’ lati 
omologhi cioè come AB’ : BD’; ma per ra- 
gione della proporzione continua H AB : BD : 

BC si lia AB : BD’ :: AB : BC; dunque il rap- 
porto de’ poligoni è quello di AB : BC o sia. 
de’ numeri 5 : 3, ed in generale de’ numeri 
n : i«. Lo che ec. 

Scolio. Tutti i problemi precedenti valgono 
ancora pe’ circoli*; si può quindi determinare 
un circolo eguale alla somma o differenza di 
circoli dati, o che stia ad un altro in un rap- 
porto dato, facendo uso de’ diametri o de’ rag- 
gi o delle corde di archi simili. D’ordinario 
sogliono nella misura delle acque occorrere i 
due seguenti problemi : i° determinare un cir- 
colo che sia nf l ° di uno dato , ehe si riduce 
al problema i°, dovendosi porre ad angolo retto 
da prima i due diametri eguali del dato cir- 
colo , poi l’ipotcnusa ed un diametro ec. sino 
all’ultima ipotenusa, che si ottiene dopo-/i — i 
costruzioni, li quale rappresenta ’l diametro 
del circolo eguale a n volte ’l dato, e così si 
forma una cannella di luce nP u di un’altra; i" 
determinare un circolo che sia la [iurte /i 1 '" 1 '* 


’XYI.OvStrck 
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di uno dato , il che si effettua mercè ’l 3" pro- 
blema, prendendo nel prolungamento del dia- 
metro AB del dato circolo una sola parte n sima 
di AB , ec. e descrivendo ’l circolo sopra il 
diametro BD , e così si ottiene una cannella, 

di cui la luce è - di un’altra. 
n 

Klg. <>5. 4-° Dati i tre lati di un triangolo qualun- 

que A BG , cioè BC = a , AC = b , AB = c , 
calcolarne la superficie S. 

Questo problema si riduce a trovare la per- 
pendicolare condotta da un vertice qualunque 
del triangolo sopra ’l lato opposto in funzione 
de’ tre lati dati, la quale noi rappresentiamo 
* VI." per CD = />, essendo A = j cp * ; e questo si 
può eseguire la mercè de’ due triangoli ret- 
tangoli BDC, ADC, che somministrano le due 

* ij. xr° note eguaglianze* BC==CD’ -j- BD’, AC’= 

CD* + AD , che si esprimono nel seguente 
modo, supponendo. BD = /», 

i. 1 > 

a.* b' = H~ (c — m)’. 

Queste due equazioni sussistono ancora nel 
caso della perpendicolare fuori ilei triangolo, 
Fìg. 64 . essendo allora AD = BD — AB = m — c, e il 
quadrato di m — c è lo stesso di c — m (Al- 
gebra n.° 85); per lo che la soluzione resulta 
generale, come quella che non ha riguardo alla 
posizione della perpendicolare. 

Le due anzidetle equazioni ci danno in modo 
facile i valori delle due incognite m , p: con- 
ciossiachè sviluppando (c — ni)’ nella a", si ha 
b‘ = p' -|- c' — a cm -j- ni' ; e soltraeudovi la 
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i J , si ottiene b' — a' = c' — acm , ila cui si 
cava il valore di m = — -L- ; il quale va- 

lore sostituito nella i 1 dà a'—p' + ( n ‘~i~ c ’ 

e quindi J1 _ t / (4 u-e- -(u- + ‘ 

Dunque il valore richiesto della superfìcie 
S ~ ~ cp si esprime dalla seguente formula 

\ V [ 4 *’f ’ — fa’ + c’ — £’)’] . 

Questa formula è capace di essere ridotta ad 
un espressione piu semplice, osservando essere 
la quantità sotto ’l radicale la differenza dei 
due quadrati (a ac)‘ e fa’ -f- c’ — b')\ che si 
riduce in fattoli come qui appresso (Algebra 
n.° 80. Osservazione') 

a ac+a'+c'.—b'=:{a-\-c)'—b'z=:U+c+b) (a+c— b) 

2ac — a ' — c’-j-è’zrrì’ — ( a — c)’=r(A-J-a — c)(b — a-j-c), 

resultando per questa ultima la stessa forma di 
fattori anche nel caso di b ’ — (c — a)'. Onde 
la formula superiore si esprime da 
. j'_.A | y |~ a +^+ c x a+c—b _ a-\-b — c 

elevando a quadrato il denominatore 4 per met 
terlo sótto il radicale (Alg. a n.° 124); cui si 
può dare una forma più semplice, supponendo 

il semiperimetro del triangolo ^ c = s , 

*+b+c 

2 


']• 


da cui ne resulta s — a—'- 




s — b — 


a + c — b 


a 


s — c = 


a -j- b - 


2 a e quindi 

la formula simmetrica rispetto a’ tre lati, ch’è 

s = V [ s fa — a) fa — b) fa — e) ]; 
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cioè* la superficie del triangolo eguaglia la 
radice quadrata del prodotto di quattro fat- 
tori , che sono il semiperimetro , e lo stesso 
semiperimetro meno ciascuno de * tre lati. 

Scolio. Siamo ora in istato di trovare il va- 
lore del raggio del circolo iscritto al triangolo 
in funzione de’ suoi tre lati: giacche congiun- 
l'ig- 71 . gendo il centro 0 di questo circolo co’ tre ver- 
tici A, B, G, si scompone il triang. ABC nei 
tre OBG, OAC, OAB, di cui l’altezza è ’l raggio 
n. IX.® del circolo iscritto* 0H = 01£ = 0G = r; la 
somma adunque delle tre superficie triangolari 
(t | b 1 c 

i ar - f- ì br -f- 3 ùr = X r= sr resulta 

eguale a quella del triang. ABC, cioè a dire 
sr=\l (j(s — n)(s — b ) (s — c) ), e si deduce 

Che se ci piace di supporre rettangolo per 
es. in A il triangolo, allora sussiste l’equazione 
n’ = è’ -f- c’ , che serve a ridurre il prodotto 

d, (s — b) (s — c) = — ^ X — - = 

±(a'-\-ac — ab-\-ab-\-bc — b ’ — ac- — c * -}- &c)= 

?(?bc)=?bc; così si ha — — — - = 

s 

bc bc(b-\-c— a) i’c-f-ic 1 — abc 

n-f-A-fc (a-\-b-{-c)(b-\-c — a) b‘‘-\-'ìbc-J r c'' — a 1 
bc (b -f- c — ni b -f- c — a ... 

a Tc = — s — a i e quindi r= 

V ( — a)’ ) o sia r=s — a. Dunque il rag- 

gio del circolo iscritto al triangolo rettangolo 
eguaglia V eccesso del semiperimetro sopra 
"sco* * l’lpotenusa ì il che è stato altrove dimostrato*. 


Digitzed by Google 



2 10 

APPENDICE AL § l8. 

Sopra la relazione delle corde di due ar- 
chi e della corda del terzo arco eguale alla 
somma o differenza de * primi due. - 

I.° 

Il teorema Vili® di questo § 1 8 ci mette 
in istato di ritrovare un’equazione fra le corde 
de’ due archi AD, CD, la corda dell’arco A DC Fìg. k>o 
eguale alla loro somma, e ’l raggio del circolo; 
al quale oggetto si tira per D il diametro DB, 
da B a’ punti A e C si conducono le corde 
BA, BC, e si congiunge AC, in modo che ne 
resulti ’l quadrilatero DABC iscritto nel cir- 
colo, che dà la nota eguaglianza AC X BD= 

AD x BC + AB x CD . *i5. Vili » 

Si supponga per maggiore semplicità la corda 
AD = ì, CD = (/, AC = c, e ’l diametro BD 
= 2 r, e la mercè de’ due triangoli rettangoli 
BAD, BCD * si esprimano i valori delle altre *8.Il»Cor.4. 

due corde AB = V(BD’ — AD’)‘ =V(4r’— è’), * «4- XI ° 

BC = V(BD' — CD’) = V(4r’ — d')\ per lo Cor - 3> 
che sostituendo tutti questi valori nell’ equa- 
zione di sopra, si ottiene 

{.d) 2cr = bìJ(^r' — d J ) + dV(4 r ’ — £’) 
ch’è la richiesta. 

IL» 

L’equazione (A) serve a risolvere il seguente 
quesito : date le corde b, d di due archi , 
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definire la corda c della somma degli stessi , 
al quale quesilo soddisfa il valore seguente 

«= i V (4r- -d’) + i V (4 r- - i-)i 

* i. III.® e supposti eguali gli archi dati cioè Z>=t/ “, 
si ha /a corda dell’arco doppio cosi espressa 

. c=--V ( 4 r’- — </’), eh’ò la formula(C)del n.° II" 

dell’ Appendice al § i 5 . Se poi c/afa /« corda 
c, si vuole quella d dell’arco -metà , si elesa 
a quadrato l’anzidetta equazione, che dà 

c' (4 r* — fi’), c’r’:=4r’rC — d 4 , t/ 4 — 4 r ’^’ 


• i. IY.° 


= — c'r’; e risolvendo quest’equazione deriva- 
tiva di 2“ grado (Alg-.* n.° 146), si deduce 
d — V far’ ± V (4r 4 — c’r')] 


+ cr ± , \/— 


(Alg.‘n.°i 4 7 ): 


il quale valore , prendendo il segno inferiore 
— del 2° radicale è quello stesso da noi se- 
gnato ( B ) nel n.“ 11“ della citata appendice. 
Quest’ultimo quesito per ragione del doppio 
segno del radicale, che dà positivi tutti e due 
i valori di d , è suscettibile di due soluzioni, 
le quali si riferiscono a’ due archi sottesi dalia 
stessa corda AC = c, l’uno ADC minore della 
semicirconferenza e l’altro ABC maggiore ; e 
siccome l’arco metà di ABC resulta minore della 


semicirconferenza e più grande dell’arco metà 
di ADC , così ’l segno -f- dà il valore più 
grande d — \/ (ar’ 4- \/ ec) per la corda del- 
la metà di ABC , e ’l seguo — il minore 
t/ = V( 2 r’ — V ec) per la corda della metà di 
ADC *. Questo ultimo valore compete al nostro 
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caso, perchè in geometria s’intende sempre par- 
iarc dell’arco minore della semicirconferenza; 
ed un sì fatto valore si è trovato nel n.® II* 
dell ’ Appendice al $ i 5 , essendosi nella costru- 
zione della particolare figura tenuto conto della 
metà dell’arco minore della semicirconferenza. 

III.® 


La stessa equazione (.//) ci là risolvere un 
altro quesito cosi enunciato : date le corde 
AC = c, AD = b di due archi , trovare la 
corda CD = d dell’arco eguale alla loro dif- 
ferenza. Ed in vero messa l’equazione (yl) 
sotto la forma acr — d^ (4 r’ — i > )=óV(4 r> — d’), 
se ne fa ’l quadrato, e si ottiene 
4e’r’ — fard \/(4 r * — è’)+d’(4r’ — i’)=r£ J (4r’ — d’), 
che si riduce alla forrna(jl/)4r’d , — 4 crd\JUr'—b') 
= — 4c’r’, e dividendo per 4 r ’ a d* — 

~ V (4 r> — b*) — b * — c’ , la quale risoluta 
col metodo del a° grado (Alg.* n.° 13 ^) ci som- 
ministra d= — V (4r* — b *) ± V — c* + 


e* 


— ( 4 r’ — b 1 ) ]. Riducendo l’espressione dentro 

. . , Ab'r' — 4 c ’ r5 4'4 c ’ r ’ — b'c' 

al a radicale, si ha - - — j 1 - 1 = 

4 r* 

4^’r’ — è’c* b'. , N 

-==— (4r’ — c’), e quindi si stabi- 


4 r* 


4 »* 


lisce d = ~ V ( 4 r 1 ~ b') ± ^ V “ c ’)* 


ir 


Qui di nuovo si presenta il doppio segno del 

ad 


\ 



3.8 

radicale, cl.fi dà le due soluzioni positive, che? 
si devono al certo riferire a’ due archi sottesi 
da ciascuna delle date corde AG, AD. Ora se 
si considerano i due archi ADC , AD minori 
della semicirconferenza; si ha la differenza ADC 
— AD = CD , e questa stessa è la differenza 
degli archi ABC, ABCD maggiori della semi- 
circonferenza , essendo ABCD — ABC = CD ; 
se però si considera un arco minore della se- 
micirconferenza per es. ADC ed un arco mag- 
giore ABCD, si ha la differenza ABCD — ADC 
= ABC + CD — (AD + CD) = ABC — AD 
come nel caso de’ due archi ABC, AD soggetti 
alla stessa condizione. Frattanto la differenza 
ABC — AD è più grande della differenza CD 
proveniente da ADC — AD, essendo giusta l’ipo- 
tesi ABC > ADC; per lo che si deve prendere 
il segno + , cui va annesso il valore più grande, 
nel caso che i due archi siano l’uno maggiore 
e l’ altro minore della semicirconferenza , e il 
segno — , che dà il valore più piccolo, quando 
gli archi sono tutti e due minori o pure mag- 
giori della semicirconferenza, e si è precisa- 

mente questo a° valore (B) d~ — V(4 r ’ — ^’) 


V(4 r * — c *)ì °h e compete al nostro caso 


degli archi minori della semicirconferenza. 

La formula (2?) ci dà il lato del pentade- 
•i3. Prob't. cagono' regolare * , sostituendovi c = r , b = 
4. caso r,^._ . . , ,, ior’ -4-ar , v/5 / , 

- (V 5 — 1 ), 4r* - = - 7 —*- {Appen- 

dice al § 1 5 num.* 1° e 111°); e si ottiene 
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a'9 

— J— 5(V5-i)V(4 r ’— r’)—- 


(io + 2V5) — | (V5— i) V3 = 

^V(io + aV5)— -(Vi5— V3) (Alg.*n.° ia3), 
cioè J = ^[V (10 + aV5) — V'5+V3]. 


IV.» 


Finalmente la stessa equazione (4) ci fa tro- 
vare ’l valore di r, quando si conoscono le tre 
corde AC = c, AD = 6, CD= d, il che si ri- 
duce a risolvere il seguente problema : dati i 
tre lati c, b, d del triangolo CAD, determi- 
nare ’l raggio r del circolo circoscritto. 

Messa l’equazione (4) sotto la forma (d/) 
4r’d’ — ’4crdV (4 r * — b*)—l\b'r '‘ — 4 c 'r' come 
in principio del n.° 111“ precedente, ed iso- 
lato il termine del radicale con iscrivere 
fard V (4r’ — b ’) =; 4 r ' ( d ’ + c’ — &’), si eleva 
di nuovo a quadrato per ottenere 
iGc’r’d’ (4r’ — />’) = iOr 4 (d’ c ’ — è’)’, che 

divisa per i6r’ diviene ^c'd'r — cb'd? — 
r\d 1 -j- c' — è’)’, da cui si ricava 
, c'b'd' . 

r = 4 C-J’ -y + .■-«•)• e ^ ulndl r = 

cbd 

y (ac’d’ — d 4 — c 4 + a£’d’ + ib'c'—W) » lacenao 
il quadrato indicalo al denominatore e riducen- 
do. Questa formula è simmetrica rispetto a’ tre 
lati c, 6, d del triangolo, perchè ’l numera- 
tore resulta dal prodotto di tutti e tre, e ’l de- 
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nominatore ò un radicale , ohe comprende i 
doppi de’ quadrati delle combinazioni a due 
cioè cb , ed , l>d col segno -f* e le quarte po- 
tenze de’ semplici lati col segno — . 

Se ’l dato triang. CAD è rettangolo, fa d’uopo 
clic sia D l’angolo retto come opposto al lato 
*i).l!°Cor. 2 . maggiore AC *, nel quale caso Aò è diametro 
* 8 .v.° Scoi, del circolo circoscritto*, per lo che ’l raggio 

è la metà di AC o sia r = -, Questo stesso resul- 
tamcnlo si può dedurre dal valore superiore di 
r, tenendo presente l’equazione aC' = AD -f- 
CD cioè c' = b 1 + d' del triangolo rettan- 

* t4. XL® golo *, che dà pure c ' — d’ = b': impercioc- 
< * or ‘ clic i primi tre termini sotto il radicale ic'd ' 

— d ' — c 4 sono quelli del quadrato di c ' — 
d' negativamente presi (Alg.‘ n.° 85) , che 
equivalgono a — b k , onde la quantità sotto il 
radicale può rappresentarsi da a b'd’ -f- a b’c* 

— a b i — ib'd' + a b 7 (c' — ò’) = ib'd'-\-ib'd' 
per ragione di c' — b' = d * e quindi da \ b'd', 
di cui la radice esatta è a bd; si ottiene adun- 
que r = ^^ = -, ch’ò ’l valore teste indicato. 

Dunque il roggio del circolo circoscritto al 
triangolo rettangolo eguaglia la metà della 

* 7 - ipotenusa. La nota costruzione * dà ancora il 

mezzo dell’ipotcnusa come centro di tale cir- 
colo , dovendo ivi concorrere le perpendicolari 
a’ mezzi de’ lati di cui ciascuna è parallela 

* c - 1 -° all’altro lato*, c come tale divide l’ipotenusa 

• 14 . ili.® in parti eguali *. 
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PARTE SECONDA 

DELLA GEOMETRIA SOLIDA 
O A TRE DIMENSIONI. 


Dovendo in questa a“ parte considerare tutte 
e tre le dimensioni dell’estensione, cominciamo 
dal piano * , riferendovi le rette fuori dello 
stesso o pure altri piani, in modo che ’l loro 
aggregato lo spazio comprenda a tre dimen- 
sioni; e poi limitando per tutti i versi lo spa- 
zio, ci verrà fatto di formare le figure, che 
comunemente si dicono solide , come quelle che 
sono fornite di lunghezza , di larghezza e di 
altezza, 'mentre le figure piane hanno sempli- 
cemente lunghezza e larghezza. La difficoltà, 
che d’ordinario incontrano i principianti, quella 
si è di dovere ravvisare le figure a tre dimen- 
sioni nella Tavola che ne ha due; onde sarà 
cosa ottimamente fatta di presentarne loro da 
principio i modelli, affinché li confrontino colle 
figure della Tavola. Facendo così vengono essi 
acquistando l’abito di dare la giusta posizione 
alle linee ed a’ piani secondo l’enunciazione 
de’ teoremi, e ben presto si mettono in ista-to 
di concepire le figure più complicate senza ri- 
correre a’ modelli. Comincia adesso la sposi- 
zione de’ successivi § , e de’ teoremi , che vi 
6Ì comprendono. 

§ 19. de’ PIANI E DELLE RETTE CHE VI SI RIFERISCONO. 

Teoremi. 

l.° Per una reità ed un punto fuori della 
sua direzione non può passare che un solo 

3‘J 


' 


1. D*r. >. 
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piano , o sia tre punti nello spazio non si- 
tuati in linea retta determinano la posizione 
del piano . . , , — 

S’immagini un piano ed una retta presa uello 
stesso, intorno alla quale considerata come im- 
mobile si faccia girare ’l piano; egli è chiaro 
dovere questo piano prendere nello spazio delle 
successive posizioni che sono infinite di nu- 
mero, e quindi esistono infiniti piani, che tutti 
passano per la Stessa retta. Se però fuori della 
direzione della retta si stabilisce un punto, al- 
lora non vi ha che un solo piano, il, quale 
passi per la retta e per quel punto,, cioè resta 
assolutamente definito il piano; e siccome la 
* i . B#f. i. retta è determinata da due punti*, così n,e con- 
seguita che tre punti non sit.uati in linea retta 
determinano la posizione del piano, la quale 
condizione è perfettamente identica alla prima 
della retta e del punto al di fuori.. Lo che ec. 

Corollario t.° Se si congiuugono tre punti 
qualunque presi nello spazio con linee rette, ne 
resulta in forza di questo teorema la , figura 
piana conosciuta sotto ’l nome di triangolo, 
inoltre due rette, che si secano nello spazio , 
sono determinate da’ tre punti non posti iii 
linea retta, cioè dal punto d’incontro e da un 
punto preso sopra ciascuna iella ; come tali 
devono sempre esistere nel medesimo piano, 
ch’è quanto a dire ne definiscono la posizione. 

Corollario s.° Nell’ incontro di due piani 
la loro comune sezione dev* essere una linea 
retta ; perchè se fra i punti comuni ad ambi- 
due i piani tre n’esistessero non disposti in 
linea retta , i due piani si confonderebbero in 
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Un solo, come ^quelli die dovrebbero avere U 
medesima posizione ; quindi è giocoforza che 
tutti i punti comuni si appartengano alla stessa 
retta, per cui possono passare i due piani di- 
versi. 

Scolio. Sebbene due perpendicolari a due 
punti diversi della stessa- retta situate in qua- 
lunque modo nello spazio non passano rincon- 
trarsi, pure non si dicono per questo parallele, 
essendosi convenuto di chiamare parallele le 
due perpendicolari alla stessa retta poste nel 
medesimo piana". Quando adunque si danno *6. Drf. 

' per ipotesi due rette parallele, s’include im- 
plicitamente la condizione di essere nello stesso 
piano, ed in questo senso si dice che due rette I 
parallele determinano la posizione di un pia- 
no , cioè se vi si tira una secante , il piano 
determinato da una delle parallele e dalla se- 
cante è quello stesso in cui si trova l’altra pa- 
rallela. 

JI.° La retta AB perpendicolare alle due rìg. '~>7- 
rette KH, CD, che si tagliano nel suo piede 

B , è ancora perpendicolare a tutte le altre 
rette esistenti nel piano determinato da EH, 

CD e che passano per B, e la retta AB diccsi 
perpendicolare al piano anzidetto. 

Nel piano delle rette EH, CD, che possiamo 
supporre quello della Tavola , si tiri per B 
uua retta qualunque IL, e noi proveremo .es- 
sere AB perpendicolare a IL. A questo og- 
getto si prendano le parti eguali EB — BI1 , 

CB = BD a piacimento; si congi ungano i punti 

C. e E , D c H colle rette CE, DH , cui oc- 
corre IL ne’ punti I, L; c dal punto A a’ sei 
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]>uuti segnati nel piano si guidino le rette AC, 
AI, AE, AD, AL, AH. Avendo preso dal punto 
d’intersezione B le parti eguali sopì a EH, CD, 
ne conseguita dover essere CE e DH lati op- 

* la. i.° posti del parallelogrammo*, di cui EH, CD 

* 12. V.® esprimono le diagonali e B il centro*; si for- 

mano adunque eguali i triangoli opposti al 
vertice, che somministrano CE=DH, CI~DL, 
BI = BL. Inoltre la medesima costruzione ci 
dà eguali le oblique AE, AH equidistanti dalla 

• 3. n.o perpend. AB sopra EH*, e le oblique AC, 

AD equidistanti dalla stessa AB perpendicolare 
a CD ; giacche sebbene ’l sistema della per- 
pendicolare e delle oblique si consideri nello 
spazio, pure i tre punti E, A, Il da una parte 
e i tre punti C, A, D dall’altra determinano 
* i.» un piano * e quindi si può applicare il teore- 
ma citato della i* parte, che suppone la figura 
descritta nel piano. Siamo dia in istato di con- 
siderare in x u luogo i triang. ACE, ADH. che 

* n. v.° sono eguali come rispettivamente equilateri * , 

c danno l’ang. ACE=ADH; in a" luogo i 

* ii. III.® triang. ACI , ADL sono eguali* per ragione 

di AC = AD, Cl = DL, e deH’aiigold com- 
preso AC 1 = ADL, e se ne deduce Al = AL; 
in 3 * luogo i triang. ABI, ABL rispettiva- 
mente equilateri c però eguali danno l’ angolo 
ABI = ABL, e quindi si conchiude ess« re AB 
*2. t)cf. 2. perpendicolare a IL*, come per altro è chiaro 
indipendentemente dalla considerazione di que- 
sti due ultimi triangoli, avendo riguardo ai 
due punii A e B equidistanti 'dagli estremi I 
*3.III°Cor.i. e L di IL*. Questa dimostrazione vale per 
qualunque retta condotta per B nel piano ec. 
Lo che cc. 
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Scolio. Di ordinario si premette la defini- 
zione della retta perpendicolare al piano, qua- 
l’è appunto la perpendicolare ^ tutte le rette, 
condotte nel piano pel suo piede; ma questa 
definizione non è Ben collocata , dovendosene 
prima provare la possibilità. Dietro la sposi- 
zione del teor. IP essa diviene legittima, per- 
chè basta essere la retta perpendicolare a due 
fra le infinite rette del piano per esserlo a tutte 
e quindi al piano. 

111.° Tutte le rette , che sono nello spazio 
perpendicolari allo stesso punto B della retta 
AB, esistono nel medesimo piano. 

Siano le tre perpend.. BD , BH , BE, due 
delle quali per 'es. BD, BH devono necessaria- 
mente forgiare un piano 4 , che può supporsi 
quello della Tàvola; noi proveremo dovere la 
3 a perpend. BE esistere in questo piano. Im- 
perciocché si conceda BE fuori del piano di 
BD e BH , e si faccia per BA , BE passare 
un piano, che incontra il i° BDH secondo la 
retta BF*; allora là retta AB perpendicolare 
alle due rette BD, BH nel punto B dev’essere 
perpendicolare a BF esistente nel loro piano*, 
c così AB resulta perpendicolare alle due rette 
BE , BF, il che è assurdo*, essendo le tie 
rette AB, BE, BF nello stesso piano secante. 
Dunque è giocoforza che la 3“ perpend. BE 
si trovi nel piano DBH delle pi ime due, e 
collo stesso metodo si può provare l’assunto per 
la 4* ì 5“ , ec. perpendicolare al punto B di AJB. 

Corollario. Se ’l triangolo rettangolo ABC 
gira intorno al cateto AB come immobile, dove 
l’altro cateto BC descrivere un piano; perchè 


Fig. i3». 
*I.° Cor. i, 

*I.°Cor.a. 

* II.» 

* 3 I.» 

Fig. i3g. 
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la retta BG rimane in tutte le successive po- 
sizioni BD, BE, cc. .costa ntcn temente perpen- 
dicolare allo stesso. punto B di AB, che devono 
come tali formare un solo piano, cui sarà per- 

* II.» Scoi, pendi cola re ’l cateto fisso AB*. È poi evidente 

che l’ipotenusa AC fornla in tutte le successive 
posizioni un angolo costante col cateto fisso AB , 
ch’è appunto l’angolo acuto A del triangolo ret- 
tangolo ABC. , 

IV." Da un punto preso fuori o dentro di 
un piano non può allo stesso condursi che 
una sola perpendicolare , come pure per lo 
stesso punto di una retta non può condursi 
che unico piano perpendicolare alla retta. 

Fig. i4o. Se dal punto A considerato fuori del piano 
della Tavola si potessero sopra lo stesso condurre 
due perpendicolari AB, AC, tirando BC si for- 

* II.» Scol. merebhe ’l triang. ABC co’ due angoli retti* in 

•<).III o Cor3 B e C, ciò che assurdo*. jNè si possono dal 

Fìg. i4t. punto A preso sopra J 1 piano innalzare due per- 
pendicolari AB, AC allo stesso; perchè facendo 
passare per esse un piano, q,uesto va ad incon- 

* I.» Cor. a. trare ’l piago della Tavola secondo la retta AD*, 

e ciascuna delle rette AB, 'AC come perpen- 

* li.» Scoi- dicolare al piano anzidetto resulta* perpendìco- 

* 3. I.» lare a AD *, il che è assurdo * , esistendo le 
tre rel(e AB, AC, AD nello stesso piano se- 
cante. Finalmente concedendo due piani per- 
Fig. i4a. pellicolari allo stesso punto B della retta AB, 
si fa passare per AB un piano qualunque, che 
seca il i“ piano giusta la retta BC e ’l a” giu- 
sta BD; egli è chiaro che la retta AB resulta 

•li.® Scol. perpendicolare alle due BC, BD*, copie quella 
che lo è a’ rispettivi piani ih cui esistono le 
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rette, e questa conseguenza c assurda come so- 
pra. Dunque ec. 

V.° Se dal putito A preso fuori del piano , 
che può 'supporsi quello della Tavola , si lira 
allo- stesso la perpendicolare AB coh varie 
oblique : 1 ° la perpendicolare AJB è la più, 
córta di tutte, e come tale misura la distanza 
del punto A al piano ; 2° le oblique equidi- 
stanti dal piede B della perpendicolare sono 
eguali i 3° le oblique 'più distanti resultano 
più lunghe. 

' Siccome la perpendicolare al piano è pure 
perpendicolare alle rette del piano condotte pel 
suo piede *, così le tre parti di questo teorema 
sono state dimostrate per le perpendicolari ed 
oblique poste nello stesso piano*, e qui si tratta 
di -estendere la xlirnostrazione a quelle situate 
nello spaziò cioè in piani divèrsi, il che rende 
generale ’l teorema riguardo alle perpendicolari 
ad una retta o ad un piano. Ed ih vero per 
la 1* parte regge la stessa dimostrazione del 
citato teorema, perchè la perpend. AB e qua- 
lunque obliqua come per es. AC formano sem- 
pre un pianò *. Venendo alla 2“ parte si de- 
scriva nel piano col centro B e con un raggio 
qualunque BG il circolo CDE, e dal puntò A 
a vari punti della circonferenza si guidino le 
rette AC, .AD, AE , ec. che rappresentano le 
oblique equidistanti nello spazio, essendo eguali 
i raggi BC, BD, BE , ec. Ora se si conside- 
rano due triangoli qualunque per es. AI 3 C, 
ABD, questi hanno ’l lato comune AB, il lato 
BC == BD, ed’angolo ietto ABC = ÀBC dun- 
que i triangoli sono eguali * , c se ne deduce 


Fig. «43. 


• II." Scoi. 
*3. IV.» 


*I.« Cor. 1. 


• JI.° Seoi- 

* 11. 111.» 
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AC = AD. In riguardo alla 3 * parte si pro- 
lunghi BC in F , e si tiri AF ; essendo AB , 

AC, AF nello stesso piano, si stabilisce ;\F>AC, 
c per ragione di AC — AD si ottiene AF ^>AD. 
Lo che ec. 

Scolio. Alle tre parti di questo teoremii cor- 
rispondono le seguenti proposizioni inverse: i° 
se la reita AB è la pili còr,tafra quelle cqndotte 
da A. sopra ’l piano, dev’essere perpendicolare al 
piano , altrimenti la perpendicolare dovrebbe es- 
sere più corta di AB. 2° Le oblique eguali AC, 

AD, ec. devono essere equidistanti dal piede 
B della perpendicolare AB: perchè i triangoli 
ABC, ABD hanno, il lato AB comune, i lati 
eguali AC, AD, e gli angoli eguali ABC, ABD 
come retti; dunque quesli triangoli souo egua- 

* 11. VI . 0 li*, e danno BC = BD. 3 ° Fra te oblique di 
j. caso s , /guai; AF , AD dev’essere la ìiuiggiore AF 
più distante dalla perpendicolare AB; perchè 
nel caso di BF eguale 0 minore di BD , si 
avrebbe AF eguale o minore di AD contro 
l’ipotesi. 

Fig. >44. VI . 0 Se dal punto A fuori del piano , che 
si suppone quello della Tavola , vi si condu- 
cono la perpendicolare AB e l’obliqua AC, 
e si congiungono nel piano i loro piedi B , 
C colla retta BC; la retta DE, che si tira 
net piano , perpendicolare a BC , dev’essere 
pure perpendicolare all’obliqua AG. 

Si prenda CD = CE, e si tirino le rette 
BD, BE , AD, AE; siccome le oblique equi- 
distanti dalla perpendicolare sia ad una retta 
• v.° sia ad un piano resultano sempre eguali, ’ così 
si ha da prima BD=BE u quindi AD=AE. 
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In questa guisa i triang. ACD, ACE sono eguali* 
e danno l’ang. ACD = ACE; questi due an- 
goli sono adunque retti*, e la DE è perpendi- 
colare a AC. Lo che -ec. 

Corollario. La retta DE, essendo perpendi- 
colare alle due rette CB, CA, è pure perpen- 
dicolare al piano ACB dalle stesse determinato *. 

VII.® Se due rette AB, CD sono parallele , 
ed una di esse AB è perpendicolare al piano 
MN, che può supporsi quello della Tavola , 
l’altra CD dev’essere perpendicolare allo stesso 
piano. 

Dopo di aver congiunto i punti B e D colla 
retta BD si tiri l’obliqua AD, e nel piano MN 
la retta EF perpendicolare a BD. Partendo dal 
principio che le parallele AB, CD esistono in 
unico piano*, egli è facile d’intendere che le 
rette BD, AD si comprendono in questo stesso 
piano , col quale hanno due punti comuni *. 
In simile guisa le quattro rette AB, BD, AD, 
CD danno origine ad un solo piano, e la retta 
EF , ch’c perpendicolare al piano ABD * , lo 
sarà pure a CD nel medesimo esistente *. Di 
più l’ipotesi di AB perpendicolare al piano MN 
ci dà AB perpendicolare a BD *; e siccome le 
parallele hanno comuni le perpendicolari *, così 
ne resulta CD ancora perpendicolare a BD. 
Dunque CD com§ perpendicolare alle due rette 
BD, FE che si tagliano nel suo piede D, de- 
v’essere perpendicolare al loro piano * ch’è MN ; 
lo che ec. 

Vili.® Le due rette AB, CD perpendico- 
lari al medesimo piano MN devono essere pa- 
rallele. 

3o 


* ir. y.« 

• ». Dcf. i. 

* II." 

Fig. «45. 


* I.» Scoi. 

* i . Def. i. 

* VI.® Cor- 

* li.® Scoi. 

* idem. 

* 6.11.° Scoi. 

* II.» 
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« IV.» 


* 6. III.® 


• VII.* 

Fig. i4 6 - 


* I.® Scol. 


Fig- '47- 
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Se si nega essere CD parallela a AB, tlal 
punto D si guidi la parallela a AB, che de- 
v’essere perpendicolare al piano MN * ; e così 
allo stesso punto D esisterebbero due perpen- 
dicolari al piano MN, ciò ch’è assurdo*. Dun- 
que cc. 

Corollario. Due rette parallele ad una terza 
sono parallele fra loro. Questa proposizione già 
dimostrata nel caso delle tre rette poste nel me- 
desimo piano* si estende alle tre rette nello spa- 
zio; giacche immaginando un piano perpendico- 
lare alla terza retta, devono le due rette essere 
perpendicolari a questo piano*, e come tali re- 
sultano parallele. 

IN.° Se la retta EH è parallela a AC, de- 
v* esse re EH pure parallela a qualunque piano 
MN condotto per la sola AC. 

Imperciocché le due parallele EH, AC esi- 
stono nello stesso piano AH*, di cui la retta 
AC denota la comune sezione col piano MN 
cioè l’aggregato de’ punti comuni a’ due pia- 
ni; e quindi se la retta EH del piano AH po- 
tesse incontrare 1 piano MN, dovrebbe ciò ac- 
cadere in un punto della retta AC , il che è 
impossibile, essendo EH e AC parallele. Dun- 
que ec. 

X.° / due piani MN, PQ perpendicolari 
alla stessa retta AB sojio paralleli , cioè pro- 
lungali a qualunque distanza ed in qualsisia 
verso non possono mai rincontrarsi. 

Giacche se ci piacesse di supporre un punto 
d’incontro O de’ due piani, tirando le due rette 
OB, OA, la retta AB perpendicolare per ipotesi 
a’ piani MN, PQ lo sarebbe ancora ad ainbi- 
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due le rette OB, OA che vi si comprendono*; *,11.® Scol. 
il che è assurdo *. Dunque cc. * 3. I.® 

XI. » Le comuni sezioni AB , CD de ’ due Fig. 148. 
piani paralleli PQ , MN con un terzo piano 

AD sono due rette parellele. 

Imperciocché le due rette AB, CD sono po- 
ste nel medesimo piano secante AD, e non 
possono rincontrarsi, come quelle ch’esistono 
ne’ due piani paralleli; e queste appunto sono 
le due condizioni , che si richiedono per lo 
parallelismo di due rette. Dunque ec. 

XII. ° Se i due piani PQ, MN sono paratie- *Fig. 149. 
li , e la retta AB è perpendicolare al piano 

PQ, dev’essere questa retta AB ancora per- 
pendicolare al piano MN, o sia i piani paral- 
leli hanno comuni le perpendicolari. 

Tirando una retta qualunque BD nel piano 
MN, si faccia per AB e BD passare un piano * , * I.°Cor. 1. 
che seca ’1 piano PQ secondo la retta AC pa- 
rallela a BD *. Ora la retta AB, ch’è perpen- * XI.® 
dicolare al piano PQ , dev’ esserlo pure alla 
retta AC* e per conseguente a BD parallela *11.® Seo ? . 
a AC * ; dunque la retta AB come perpendi- *6.1I.°Scul. 
colare a qualsisia retta condotta per B nel piano 
MN resulta perpendicolare al piano anzidetto*. * II.* 

Lo che ec. 

Corollario. Per un solo punto ed anche per 
una data retta AC non può condursi che un 
solo piano parallelo al dato piano MN; per- 
chè nel caso di due piani paralleli la perpendi- 
colare AB abbassata da un punto qualunque 
A di AC sópra il piano MN sarebbe perpen- 
dicolare agli stessi, e ne nascerebbe l’assurdo 
di due piani perpendicolari allo stesso punto 
A di AB *. * IV.® 
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Fig. i4*. XIII. ° Le due rette parallele AC, BD com- 

prese fra i due piani paralleli PQ, MN sono 
eguali. 

Imperciocché il piano delle parallele AC , 
BD seca i piani paralleli PQ, MN secondo Je 
•XI.® rette AB, CD, che sono parallele*; in questa 
guisa il quadrilatero ABDC è un parallelogram- 

* ia. IL® nro, e quindi si ottiene AC = BD *. Lo che ec. 

Corollario. Due piani paralleli sono sem- 
pre ad eguale distanza ; giacche le perpendi- 

* XTI.° colali comuni a* due piani *, che ne misurano 

• Vili . 0 le distanze , sono fra loro parallele * e perciò 

' eguali. 

Fig. i5o. XIV. ° Gli angoli BAC, IDH, che hanno 

i lati AB e DI, AC e DII rispettivamente pa- 
ralleli e diretti nel medesimo verso , quan- 
tunque siano situali in piani diversi , resul- 
tano eguali , e i due piani da questi angoli 

*I.°Cor. i. determinati * sono paralleli. 

Si prenda AB = DI, AC = DH, e si gui- 
dino le rette BC, IH, AD, BI, CH. Essendo 
le due rette AB c DI eguali e parallele, è gio- 
coforza che AD e BI resultino pure eguali e 

* 12 IV-® parallele*; e nello stesso modo l’eguaglianza e 

il parallelismo di AC e DH servono ad argo- 
mentare l’eguaglianza e il parallelismo di AD 
e CH. Le rette adunque BI e CH , che sono 
eguali e parallele ad una terza AD, sono eguali 

* V!lI.°Cor. e parallele * Tra loro; il che dà le rette BC e 

* 12. IV.* IH fornite della stessa proprietà*. In questa 

guisa i due triang. ABC, DUI sono rispetti- 

* a. v." vamenle equilateri e però eguali*, da cui si 

deduce l’ang. BAC = IDH. 

Il parallelismo poi de’ piani BAC e IDH è 
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conseguenza dell’eguaglianza delle retle paral- 
lele AD, Bl, CH: perchè se ci piacesse di ne- 
garlo, pofrebbe per A passare un piano paral- 
lelo a 1DH, che verrebbe ad incontrare le retle 
BI e CH in punti diversi da B e C, di cui 
le porzioni comprese fra questi punti d’in- 
contro ed i punti I e H dovrebbero essere eguali 
a AD*; il che sarebbe assurdo, posta l’egua- 
glianza di BI e ClI con AD. Dunque ec. 

Scolio. Dimostrata l’uguaglianza degli an- 
goli BAC , IDH co’ lati diretti nel medesimo 
verso, si può rendere generale l’enunciazione 
a somiglianza degli angoli nello stesso piano 
estendendo l’eguaglianza al caso de’ lati in 
verso contrario, e dicendo supplementari gli 
angoli con due lati nello stesso verso ed altri 
due lati in verso contrario. Si rifletta poi ch’esiste 
una specie di proposizione inversa, quando si 
suppongono eguali gli ang. BAC, IDH posti in 
piani paralleli co’ lati AB, DI paralleli; allora 
è giocoforza che siano pure paralleli gli altri 
due Iati AC, DH: perchè qualunque altra pa- 
rallela, che ci piacesse d’ilnmaginare in uno dei 
piani per es. nel superiore, condotta per A a 
DII dovrebbe fare con AB un angolo differente 
da BAC e quindi da IDH, il che è un assurdo. 

XV. 0 Ae le tre retto AD, BI, CH non si- 
tuate nel medesimo piano sono eguali e pa- 
rallele , congiungendo le loro estremità , si 
formano i due triangoli eguali ABC , DIH , 
di cui i piani sono paralleli. 

Imperciocché i tre quadrilateri ADIB, B1HC, 
CHDA con due lati opposti eguali e paralleli 
giusta l’ipotesi sono parallelogrammi *, c danno 


XIII.» 


• 6. VII.» 


* ia IV.* 
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eguali e paralleli gli altri due lati AB c DI, 
BC e IH, CA e HD; dunque i due triangoli 
ABC, D1H resultano rispettivamente equilateri 
e quindi eguali e per ragione di due qualun- 
que degli angoli eguali co’ lati paralleli, come 
per es. di BAC e IDH, i due piani ABC e 

* XIV. 0 DIH sono paralleli *. Lo che ec. 

Fìg. i5i. Corollario. Esistendo un poligono ABCDE 
posto per es. nel piano della Tavola , se dai 
suoi vertici A, B, C, D, E si tirano nello 
spazio le rette parallele ed eguali Aa , Bb , 
Cc, Dd, Ee, con giungendone ì punti estremi 
a, b, c, d, e, si viene a formare in un piano 
parallelo a quello della. Tavola il poligono 
eguale abede: imperciocché dietro la dimostra- 
zione di sopra si hanno le coppie de’ triangoli 
eguali co’ piani paralleli dea e DEA, dab e 
DAB, dbc e DBG; e quindi i piani dea, dab , 
dbc, che passano per lo stesso punto D e sono 
paralleli al piano ABCDE della Tavola , de- 
* XII. 0 Cor. vono dare origine ad un. solo piano*, resul- 
tandone ’l poligono abede rispettivamente equi- 
latero ed equiangolo al dato ABCDE e però 
eguale. 

XVI. 0 I piani paralleli secano le rette in 
parti proporzionali. . 

Fìg. i5a. Consideriamo in i* luogo le rette Ac, Ah, 
che partono dallo stesso punto A e traversano 
i piani paralleli PQ, MN, RS; allora il piano 
• cAh delle due rette determina le tre comuni 
•XI.® sezioni bd , ef, eh parallele*, e ne proviene 
la serie de’ rapporti eguali Ab : be : ec Ad : 
*i4-llI°Cor. df: fh*. Siccome una di esse rette si può com- 
parare con qualunque altra, clic parte da A , 
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cosi si conchiude che ogni retta condotta da 
A è divisa in parti, che conservano invariabil- 
mente gli stessi rapporti. 

Consideriamo in a “luogo due rette qualun- Fig- i53. 
que ac , df non situate nel medesimo piano , 

■ e si tiri la retta af Il piano caf fa le due 
comuni sezioni parallele bg , cf, e ne deriva 
la proporzione ab : bell ag : gf*l come pure * «4- MI* 
il piano afd determina altre due comuni se- 
zioni parallele ad , ge , da cui ha origine la 
proporzione ag : gf :: de : ef ; e comparando 
queste due proporzioni, ne resulta la terza ab: 
bc :: de : ef, cioè a dire le parti di una retta 
proporzionali alle parti dell’altra. Lo che ec; 

Corollario. Il rapporto delle parti sussiste 
ancora per gl’interi formati dallo stesso numero 
di parti; così essendo per es. A b : be II A d : df. , Fig. i5a. 
si ha Ab + be : Ab II Ad df : Ad o sia Ae: 

Ab l\ Af: Ad, ec..; e posta l’altra proporzione 

ab : bc li de : ef si deduce ac : ab il df: de y ec. Fig. 455. 

§ 20. DEGLI ANGOLI FORMATI DA DUE PIANI 
O SIA DEGLI ANCOLI DIEDRI. 

Definizione . 

Quando due piani come per es. CÀBD, che Fig. i54> 
può essere il piano della Tavola, e EAB s’in- 
contrano, viene a limitarsi io spazio nei solo 
verso della loro estensione, e ’l rapporto di po- 
sizione de’ due piani costituisce l’angolo, che 
dicesi diedro o sia a due faccie piane dalle 
parole greche Svo, due e ’sJp», sede , che dai 
geometri greci fu usata nel , senso di faccia 
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piana ; la comune sezione AB de’ due piani si 
può riguardare a guisa di vertice deli’ angolo 
diedro, che s’indica per mezzo di quattro let- 
tere, mettendo in principio ed in fine una let- 
tera di ciascun piano e nel mezzo le due let- 
tere della comune sezione, cioè si dice l’angolo 
diedro EABD. Ora se da un punto qualunque 
m della comune sezione AB si tira in ciascun 
piano una retta perpendicolare a AB cioè mn 
nel piano CABD e me nell’altro EAB, si forma 
l’angolo rettilineo costante nme; perchè repli- 
cando questa costruzione per un altro punto di 
AB, uu angolo ne proviene co’ lati rispettiva- 
mente paralleli a m«, me,- e perciò eguale al- 

* 19. XIV.° l’angolo nme*. Gli angoli rettilinei cosi for- 

mati rappresentano gli angoli diedri, come quelli 
che conservano lo stesso rapporto, il che sarà 
sviluppato ne’ seguenti teoremi. 

Teoremi. 

\.° Esistano i due angoli diedri EABD, 
TQPR, ne’ quali si formino giusta la defini- 
zione di sopra gli angoli rettilinei nme, ligt; 
io dico che nel caso degli angoli rettilinei 
eguali devono essere eguali gli angoli diedri , 
cioè i piani , nella posizione in cui si trovano , 
' possono coincidere. 

Imperciocché la comune sezione AB come 
* Def. perpendicolare alle due rette /mi, me * è per- 

* 19. li.» pendicolare al loro piano nme *, e per la stessa 

ragione QP è perpendicolare al piano hgt ; 
per lo che facendo coincidere gli angoli eguali 
nme , hgt , e per conseguente i loro piani , è 
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giocoforza- che si còpfpndano le due perpen- 
dicolari AB, QP, allo stesso piano .nel medesimo 
punto * cioè , nel vertice comune de’ due an- • 19. IV.® 
g>ji. E siccome le due rette AB, mn deter- 
miuarip il piano CABD*, e le. du.e rette QP, * 19- I ® 
gli il piano SQPR , cosi la coincidenza delle Gor '* 
prime due rette colle seconde due ci dà quella 
de’ due> piani CABD, SQPR, come pure coin- 
cidendo le rette AB, me con QP, gt ì deve il 
piano ÈAB coincidere con TQP. Dunque i due 
angoli diedri , che perfettamente coincidono, / 
sono eguali; lo che ec'. 

Corollario. Se nell’angolo diedro PRQM si Fi g- « 55 . 
forma l’angolo rettilineo ABC* retto, prolun- * Uef - 
gando dall’altra parte della comune sezione RQ 
uno de’ due' piani per es. MRQ e la retta 
compresa CB, na§ce ’l a° angolo diedro PRQN 
adiacente al i° coll’angolo rettilineo ABC' ret- 
to * , e per ragione degli angoli eguali ABC , * 2. Def. 2. 
ABC' resultano eguali i due angoli diedri PRQM, 

PRQN. Ciascuno degli angoli diedri eguali di- 
cesi retto , ed uno qualunque de’ piani per es. 

PQ perpendicolare all’altro MN, le quali de- 
nominazioni resultano analoghe a quelle stabilite 
per le rette *, perchè richiamano la medesima * Me**»- 
idea degli angoli adiacenti eguali. 

II. 0 Due angoli diedri qualunque sono nello 
stèsso rapporto degli angoli rettilinei formati 
giusta la definizione. 

Facendo' coincidere nel piano CABD due fac- F'g- « 5 G- 
pie qualunque degli angoli diedri , si possono 
le altre dup faccie esprimere da’ piani KB , 

I 1 B , ’in modo che gli angoli diedri resultino 
KABD, HABD; dal punto m della loro comune 
. 3 i 
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sezione AB si conducano perpendicolari a AB 
la retta mn nel piano BC, mh nel piano BlI, 
mk nel piano BK, le quali tre perpendicolari si 
• 19. III.® comprendono, nello stesso pianò*; e -si deve 
provare che gli angoli diedri KABD, HABD 
stanno come gli angoli rettilinei kmn, hinn. 

Sia in i° luogo commensurabile il rapporto 
degli angoli rettilinei kmn, hmn , e si esprima 
ler es. da quello de’ numeri 5 : 3; per lo che 
Jl-ocedendo alla divisione dell’angolo kmn in 5 
)àrti eguali kmg, gmh , hmf } fme , emn, tre di 
queste parli formano l’angolo hmp., e le rette 
mg, mf, me comprese nel piano kmn resultano 
* 19. IJ.* tutte perpendicolari a AB *. Ora se per AB e 
ciascuna di queste rette si conduce un piano, 
si hanno i tre nuovi piani BG, BF, BE ed i 
cinque angoli diedri egujdi KÀBG , GABII , 
IIABF, FABE, EABD per ragione de’ cinque 
* 1 ° angoli rettilinei eguali kmg , gmh , ee. *; e sic- 
come tutti e cinque compongono l’angólo diedro 
KABD e tre l’altro HABD, così il rapporto di 

3 uesti due angoli diedri è di 5 : 3, ch’ù appunto 
rapporto supposto de’ due angoli rettilinei 
kmn, hmrf.. 

Sia in 2 0 luogo incommensurabile ’l rapporto 
de’ due angoli rettilinei kmn , hmn ; allora si 
*i 4 .lII°Scol. prova col noto metodo* che il i° angolo die- 
dro sta al 2 0 come il i° angolo rettilineo ad 
un quarto proporzionale, che no n può essere 
più grande o più piccolo del 2 0 angolo ret- 
tilineo. Ed in vero dietro di aver concesso il 
Fig. 157 . 4* proporzionale imn > hmn cioè la propor- 
zione ( 1 ) KABD : IIABD kmn : Imn , si di- 
vida l’angolo kmn iu parti eguali di grandezza 
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minore «li Imh , in morlo che cada una retta 

di divisione per es. mi fra mh e /»/, e si con- 
duca il piano Bf per AB e mi. Allora giusta 
la dimostrazione di sopra deve sussistere la 
proporzione (-3) KABB : ÌABB ;; kmn : imo, che 
comparata colla precedente ( 1) dà la terza as- 
surda HABD : lABD :: Unti : imn. Lo- stesso 
ha luogo nel caso del 4 ° proporzionale minore 
dell’angolo hmn; dunque, ec. 

« Scolio. La misura degli angoli diedri si ri- 
duce a quella, degli angoli rettilinei, che con- 
servano Io stesso Rapporta ; e stabilendo per 
unità di misura la QO ma parte dell’angolo die- 
dro retto a somiglianza «li quella degli angoli 
rettilinei * , si dice in modo Compendioso che 
l'angolo diedro è misurato dall’angolo retti- 
lineo delle due perpendicolari condotte nei 
rispettivi piani al medesimo punto della co- 
lmine sezione . ' 

In questa guisa per effettuare la misura si 
descrive un circolo nel piano dell’angolo retti- 
lineo col centro al vertice* e con un raggio 
qualunque, e si prende l’arco compreso fra i 
suoi lati , «li cui ’l numero de’ gradi denoterà 
i qo”' sì dell’angolo .rettilineo che del diedro 
in riguardo all’angolo retto rettilineo o diedro. 
La specie poi degli angoli diedri è definita dà 
quella degli angoli rettilinei, che li misurano; 
già abbiamo chiamato retto l’angolo diedro, che 
comprende l’angolo rettilineo retto e si djcc 
parimente acuto o ottuso l’angolo diedro se- 
condochè l’angolo rettilineo è acuto o ottuso. 
Ed in generale tutte le proprietà degli angoli 
rettilinei convengono a’ diedri, come si vedrà 
ne’ seguenti teoremi. 


*2. II. “Scoi. 


• I.° Cor. 
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Fig. 1 58. III." Se 7 piano PQ incontra 7 piano MN 

secondo la retta CB , i" la SQmma de* due 
angoli diedri adiacenti PCBN, PCBM è eguale 
a due retti , cioè a dire gli angoli diedri adia- 
centi sono supplementari ; a” la somma dei 
quattro angoli diedri successivi PCBN, PCBM, 
QBCM, QBCN è eguale a quattro retti ; 3° 


gfi angoli diedri opposti al vertice come per 
es. PCBN, QBCM sono eguali. 

Per un punto qualunque m della comune 
sezione CB si guidi un piano perpendicolare 
a CB, che seca ’l piano MN secondo la retta 
ab e 1 piano PQ secondo hk. In simile guisa 
si ha la retta CB perpendicolare alle rette ab t 
*19. II. “Scoi. hk *, e gli angoli delle stesse hmb,s lima , ec. 

• II.* Scol. misurano gli angoli diedri che li comprendono*; 

per lo che in forza delle note proprietà degli 

• 1 . Ili* angoli formati dall’incontro di due rette* si 
1V°. Y . argomentano le tre parti della proposizione già 

enunciate. Lo che ec. 


• 1 . Tir.® 
IV.® Cor. 


Corollario. Se vari piani incontrano il 
piano M N secondo la stéssa retta CB , la 
somma de * successivi angoli diedri dalla stessa 
parte di MN è costantemente eguale a due 
retti , mentre la somma di tutti gli angoli 
diedri da una parte e dall 1 altra è eguale a 
quattro retti ; e ciò non altrimenti di quello 
che avviene per gli angoli delle rette*. 

IV . 0 inverso. Se i due piani MCB, NCB in- 
contrano il terzo piano PQ secondo la stessa 
retta CB, e fanno gli angoli diedri adiacenti 
PCBM, PCBN supplementari , o gli angoli die- 
dri opposti al vertice PCBN, QBCM eguali , 
io dico che i due piani anzidetti MCB, NCB 
devono formare unico piano MN. 
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Tirato per m il. piano perpendicolare a CB, 
si fhrmano le comuni sezioni am nel piano 
MCB, mb nel piano NCB, lik nel piano PQ, 
e CB resulta perpenditolare alle stésse ; onde 
gli angoli rettilinei amh, hmb,ec. misurano i 
rispettivi angoli diedri, e dietro l’una o l’altra 
ipotesi si conchiude formare am e mb runica retta 
ab *. Duncjue il' piano MOB determinato da 
CB e ma è quello stesso determinato da CB e 
mb , cioè a dire si riducono questi due pia- 
ni all’unico piano definito da CB e mb * ; lo 
che ec. ' 

V.° Nell’ incontro de’ due piani paralleli 
PQ, MN con un terzo RS si formano i° gli 
angoli diedri alterni — interni PABD, IV'DCA 
o 'alterni — esterni RABQ, SDGM eguali , 3“ 
gli angoli diedri corrispondenti RABQ, AGDN 
eguali ., 3l° gli ahgoli diedri interni QBAC, 
NDCA o esterni RABQ, SDCJJ dal medesimo 
lato del pianò secante sono supplementari. 

Poste le due comuni sezioni AB, CD paral- 
lele *, si tiri pel punto m di AB un piano per- 
pendicolare a AB, che seca i due piani paral- 
leli PQ, MIN secondo le rette parallele ab, cd *, 
e il piano RS secondo la retta hmnk; facendo 
ciò, si ottiene AB perpendicolare alle due rette 
ab, hk *, e la retta CD come parallela a AB 
è pure perpendicolare al piano condotto per m * 
e quindi alle due rette cd, knmh nello stesso 
comprese. Onde gli angoli rettilinei delle due 
parallele ab ,, cd colla secante hk misurano i 
rispettivi angoli diedri, e così le note proprietà 
de’ primi * si estendono a’ secondi giusta l’enun- 
ciazione di sopra; lo che ec. 


! 


* a. VI.® 

, » 9 - 10 
Cor. i. 

Fig. i 5 g. 


* 19. XI.» 

* Idem 

*i9.II«Scol. 

* 19. XII.» 


* V.» 
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Scolio. Trattando delle rette parallele, ab- 
biamo dimostrato, la verità delle * proposizioni 
• 6* VI-* inverse*, ma queste allatto non han luogo nel 
caso de’ piani, non essendo le proprietà enun- 
ciate nel teorema esclusive pe* piani paralleli. 
E siccome tutte le a ri zi dette proprietà dipèti- 
dorio dall’eguaglianza degli angoli alterni — in- 
terni, cosi basta provare che i piani non pa- 
ralleli possono formare eguali gli angoli alter- 
ni— interni onde conchindere poter loro con- 
venire le altre. Éd in Vero $i abbia l’angolo 
Fìg. 160. diedro RCDN de’ due piani RS , MN, in cui 
si tirino le rispettive pqrperidicolari nc , nd 
alla comune sezione CD- per formare l’angolo 
rettilineo ned che lo misura. Nt -1 piano RS si 

f aidi una rettuAB non parallela a CD, e cosi le 
ue rette ÀÉ, CD poste net medésimo piano RS 
sufficientemente prolungate dèvonsi rincontrafre ; 
di più si tiri per un qualsisia puntò m di AB 
un piano perpendicolare a AB, che seca if piano 
RS nella retta mh, ed in questo piano perpen- 
dicolare si faccia al. punto m di mh l’angolo 
rmh — ned ; si tiri in fine per le due rette AB, 
mr il piano ATB, che dà origine all’angolo die- 
dro TABD misurato dall’angolo rettilineo rmh 
e cerne tale eguale all’angolo diedro RGDN. 
In questa guisa i due piani TB, MN interse- 
cati dal terzo RS fanno eguali gli angoli die- 
dri alterni — interni TABD, RCÌ)N, e frattanto 
non sono paralleli; perchè l’incóntro delle due 
rette AB, CD denota un punto comune a’ due 
piani, ne’ quali si comprendono. 

F%. i 55 ‘. VI.° Se la retta AB è perpèhdicóiare al 
piano MN, qualunque piano PQ condotto per 



343 

la stessa dev’essere perpendicolare al piano 
MN. ' 

Per il punto B nel piano MN si tiri la retta 
BG perpendicplqre alla poraune sezione RQ dei 
piani PQ, MN, e la retta AB resulta perpenr 
dicolare alle due rette BC, RQ comprese nel 
, piano MN “ ; quinci l’angolo rettilineo ARC 
retto è la misura dell’ angolo diedro PRQM, 
che dev’essere pure retto ?, e così ’ì piano-PQ 
resulta perpendicolare a MN. l*o cRe ee- 

Corollario.Se le tre fette AB, BC, BR sono ri*? 
spetti temente perpendicolari nel medesimo punto 
B, ciascuna di esse rette è perpendicolare al 
piano determinato dalle altre dqe * ; ed i tr0 
piani definiti da due qualunque di qncste rette 
resultano perpendicolari . fra loro , cioè a dire 
il piano di AB e BC è perpendicolare al piano 
di AB e BR ed a quello di BC, e BR, pas- 
sando il primo per AB perpendicolare agli al- 
tri due piani, ec. ec. L$ tre anzidette rette 
prendono ’l nome di assi ortogonali., ed i tre 
piani diconsi anche ortogonali; e di questi assi 
e piani ortogonali si fa uso nella geometria sur 
hi n ne e pelle meccaniche per fissate la pjbsi-r 
zione di un punto qualunque nello spazio, r . 

VII. 0 Se ’l piano PQ, è perpendicolare al 
piano MN,. e nel i° si tira la retta AB per- 
pendicolare alla comune spqioif/e RQ; io dico, 
dover essere ÀB perpendicolare- al 3 ° piu/ió 

Tirandp pel - punto B nel piano MN la» fetta 
BC perpendicolare a RQ, si forma. Va ugole ABC 
tetto, come quello clic miso-ra Vangò lo. diedro 
retto de’ due piani, perpendicolari; e quindi AB., 


' i9.II°ScoI. 

• I.» Cor. 

• « 9 * 
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ch’ò 'perpendicolare alle due rètte RQ, BC, re- 
• 19 . II.® sulta perpendicolare al loro piano MN *. Lo 
che ect 

VIII.° Se ’l piano PQ è perpendicolare al 
piano MN , e da qualsisia punto B della co- 
mune sezione RQ s’innalza la retta BA per- 
pendicolare al 2 °‘ piano MN , io dico che que- 
sta perpendicolare deve comprendersi net i° 
piano PQ. 

Se ciò si nega , puossi nel piano PQ'condurre 
una perpendicolare al punto B sopra RQ, ch’è 

• VII.® ancora perpendicolare al piano MN *; e quindi 

nello stesso punto B esisterebbero due perpen- 
dicolari al piano MN, il che è assurdo. Dun- 
que ec. - • 

Fig. i6i. IX 0 Se due piani PQ, RS sono perpendi- 
colari ad un terzo piano MN , la loro comune 
sezione AB dev’essere perpendicolare al terzo 
piane MN. 

Imperciocché la perpendicolare elevata da 
B al piano MN deve Comprendersi in afnbiduè 

• Vili.» i piani PQ, RS*, che sono giusta l’ipotesi pen- 

pendicolari a MN, che vai quanto dire questa 
perpendicolare forma la loro comune sezióne. 
Lo che ec. * • - ’ 

Fig- «49* X* Se due piani PQ, MN sono perpendi- 
colari ad un terzo piano AD, e le rispettive 
comuhi sezioni AC, BD resultano parallele , 
devono i due piani PQ, MN essere fra loro 
paralleli. 

Si couduca nel terzo piano AD una perpen- 
dicolare qualunque AB alla comune sezione 
AC , che resulta pure perpendicolare all’ altra 
* 6 . 11 . «Scoi BD*. In questa guisa si hanno due coppie di 
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piani perpendicolari, che sono AD e PQ, AD 
e MN, e la retta AB compresa nel piano AD 
è perpendicolare alla comune sezione di ogni 
coppia cioè a AC, BD; dunque AB dev’essere 
perpendicolare sì al piano PQ che a MN*, * VII.» 
il che dà il parallelismo de’ due piani anzi- 
detti PQ, MN *. * 19. X .• 

§ ai. DEGLI ANGOLI SOLIDI O POLIEDRI. 

Definizione. 


Se più di due piani concorrono nel mede- 
simo punto, il loro rapporto di posizione è 
indicato in generale col nome di angolo solido 
0 meglio coll’altro di angolo poliedro cioè di 
angolo a molte fàccie piane, e ’l punto di con- 
corso si chiama vertice. L’angolo solido poi 
prende il nome particolare dal numero de’ piani • 
o sia delle làccie : così l’angolo formato in S Fig.i6a.N.i 
da’ tre piani SAB, SAC, SCB si dice triedro ; 
l’angolo S de’ quattro piani SDC, SDA, SAB, idem N. 3 . 
SBC tetraedro , facendo uso della parola greca 
rsrpàs, quattro ; l’angolo S de’ cinque piani idem N. 3. 
SAB, SBC, SCD, SDE SEA si dice pentae- 
dro, ec. In qualunque angolo solido si distinguono 
gli angoli rettilinei delle comuni sezioni col 
vertice comune in S e gli angoli diedri de’ suc- 
cessivi piani , di cui il numero eguaglia sem- 
pre quello delle faccie: in questa guisa l’an- 
golo triedro S presenta i tre angoli rettilinei Fig.iSa.rt.i 
ASB, ASC. CSB, ed i tre angoli ‘diedri dei 
piani SAB e SAC, SAC e SCB, SCB e SAB; 
l'angolo tetraedro S ne presenta quattro dell’una 'd*-'*" '*• 

j] 
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Kig. i§a-N.3 e l’altra specie, e l’angolo pentaedro S cinque, ec. 
In generale due angoli poliedri si dicono eguali, 
quando soprapposti coincidono in tutte le parti 
e si confondono , ciò ch’esige l’eguaglianza ri^- 
spettiva degli angoli rettilinei e diedri, e la loro 
disposizione nel medesimo ordine. Finalmente 
si chiama convesso l’angolo polièdro, quando 
ciascuna delle sue faccie prolungata non in- 
contra le altre, chiamandosi rientrante in caso 
diverso; ma nella geometria si considerano i 
convessi e non già i rientranti. 

Teoremi. 

I.° Nell* angolo triedro la somma di due 
qualunque degli angoli rettilinei è maggiore 
del terzo. 

t'ig. j 63. Siano SA, SC, SB le tre comuni sezióni dei 
tre piani formanti l’ angolo triedro S , da cui 
resultano i tre angoli rettilinei ASC , CSB , 
ASB ; ed io dico che due qualunque di essi 
sono maggiori del terzo. Basta che fra i due 
angoli uno ce ne abbia maggiore del terzo per 
essere a fortiori la loro somma maggiore del 
terzo angolo, e quindi la prova deve aver luogo 
nel caso che ciascuno de’ due angoli sia mi- 
nore del terzo, come si suppongono di fatto gli 
angoli ASC e CSB rispetto a ASB. 

Essendo l’ang. ASB >BSG, si faccia nel suo 
piano l’ang. BSD = BSC, e vi si tiri a piacere 
la retta ADB ; in seguito si prenda SC=SD, 
e si guidino le rette CA, CB. I due triangoli 
SBD, SBC, che hanno il lato SB comune , il 
lato SD = SC, e l’angolo compreso B$B==BSC, 
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sono eguali * ; e se ne deduce BD = BC, Ora 
se dalla nota ineguaglianza AC + BC>AB* 
si sottraggono le quantità eguali BC e BD, si 
ottiene AC > AD, e così i due triangoli SAC, 
SAD resultano col lato SA cumune , col lato 
SC = SD , e col terzo lato AC > AD ; sarà 
dunque l’ang. ASC>ASD‘, la quale inegua- 
glianza mercè l’aggiunta degli angoli eguali 
BSC e BSD si converte nell’altra ASC-bBSG 
> ASD -f- BSD cioè a dire ASC-f-BSC>ASB. 
Lo che ec. 

Corollario. La proposizione di due angoli 
qualunque maggiori del terzo si esprime in 
altra guisa, dicendo che qualunque angolo de- 
v’essere minore della somma e maggiore della 
differenza degli altri due. Di fatto se si sta- 
bilisce l’altra ineguaglianza ASB-J-BSC>ASC, 
trasponendo BSC, ne proviene ASB> ASC — 
BSC. 

Lemma avanti II.® 

Esistendo la retta AD fuori del piano delle 
due rette AB , AC, che può supporsi quello 
della Tavola e AD al disopra , è impossibile 
che un’altra retta condotta da A dalla stessa 
parte del piano cioè al di sopra faccia ri- 
spettivamente i medesimi angoli di AD con 
AB e AC. Una sì fatta retta si può sola- 
mente condurre dall'altra parte del piano 
BAC cioè' al di sotto , che si determina con 
abbassare da un punto qualunque m di AD 
la perpendicolare mx sopra ’l piano BAC , 
prolungandola al di sotto sino a xd=mx ; 
allora la retta Ad farà l'angolo dAB =*= DAB 
e dAC = DAC. 


• u. Ut.* 

* i. Def. i. 


* ii. VOI.* 
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Supponendo tutti e due acuii gli ang. DAB , 
DAC, si guidino dal punto m le due perpen- 
dicolari mt sopra AB, mr sopra AC, e s’im- 
magini la rivoluzione de’ due triangoli rettan- 
goli mtA, mrA intorno a’ rispettivi cateti A/, 
Ar. Avendo riguardo al i° triangolo rettangolo 
mtA, il cateto tm descrive un circolo di cen- 
tro t e raggio tm, e l’ ipotenusa Am in tutte 
le successive posizioni farà con A t l’angolo co- 
ij.TH^Cor. stante mAl *; dunque fra le rette, che si pos- 
sono da A tirare in ogni verso nello spazio, 

Q uelle sole condotte a’ punti della circonferenza 
el circolo di centro t e raggio tm fanno eoa 
AB l’angolo determinato DAB. Della stessa 
maniera si prova che la proprietà di formare 
l’angolo costante DAC si appartiene, discorren- 
do sempre del sistema delle rette guidate per 
A, a quelle sole che si possono condurre ai 
punti della circonferenza di centro r e raggio 
rm. Per lo che ne conseguita, che per formare 
con una retta diversa da AD gli angoli rispet- 
tivamente eguali a DAB , DÀC è giocoforza 
che vada questa retta ad un punto comune 
dèlie due circonferenze anzidette; e noi venia- 
mo provando esservi soltanto due punti comu- 
ni, che sono precisamente m e d. 

Ed in vero essendo At perpendicolare al cir- 
* «lem colo di raggio tm e Ar all’altro di raggio rm *, 
si argomenta dover essere il piano BÀC per- 
so. VI.» pendicolare a tutti e due i piani circolari *, e 
quindi la loro comune sezione resulta perpen- 
*ao. IX.* dicolare al piano BAC *; la quale circostanza 
dà la perpendicolare mxd dell’ipotesi come 
comune sezione de’ due circoli, non potendosi 
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«lai punto ni, ch’è comune giusta la costruzio- 
ne, abbassare un’ alti a perpendicolare al piano 
BAC *. Ora qualunque retta guidata da A ad 
un punto comune delle due circonferenze de- 
v’essere della lunghezza Am , ch’esprime pro- 
priamente la distanza eguale di tutti i punti 
di ambe le circonferenze da A ; e sopra la co- 
mune sezione mxd non può condursi dal punto 


A che la sola Ad eguale a Am, Imperciocché 
per ragione del piano BAC perpendicolare a 
mxd qualunque retta di questo piano condotta 
per x come per es. quella che congiunge i 
punti A, x ì resulta perpendicolare a mxd * * 


nel suo mezzo x; e quindi il solo punto d 


può somministrare A d = Am' ì ch’è quanto a 
dire i soli due punti m , d sono comuni alle 
due circonferenze. • 


19. II. «Scoi. 
• 3 . IV.° 


Si conchinde adunque non esistere al di so- 
pra del piano BAC alcuna retta , che possa 
formare i medesimi angoli di AD con AB , 

AC, ma si bene al di sotto; e la stessa è Ad 
determinata giusta l’enunciazione del lemma. 

Questa dimostrazione vale pel caso degli ari- Fig. ili 5 . 
goli DAB, DAC acuti, quante volle la perpen- 
dicolare mx cade fuori dell’angolo BAC. Sus- 
siste ancora pel caso degli ang. DAB', DAC', Fig 164 N i 
tutti e due ottusi ,' considerando in vece di e l0 ^‘ 
B'AC' l’angolo opposto al vertice BAC; perchè 
la retta AÙ, che sola può formare gli angoli 
acuti DAB, DAC, farà essa sola ancora i rispet- 
tivi angoli supplementari ottusi DAB' , DAC'. 

Nè viene a cangiare per l’altro caso diverso di uno 
degli angoli per es. DAB' ottuso e di DAC 
acuto, perchè prolungando AB' in AB, sussiste 
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rispetto all’ang. BAC la stessa dimostrazioni 
e «| u i udi dalla proprietà esclusiva di AD per 
formare l’angolo acuto DAB, quella ne conse-> 
guita pure esclusiva di formare l’angolo sup- 
plementario DAB' ottuso. Se poi gli ang. DAB, 
DAC sono ambiduc retti, la proposizione è 
evidente, resultando AD perpendicolare al piano 
BAC * , e per lo stesso punto A non può con- 
dursi un’altra perpendicolare al piano *. In tutti 
i casi adunque si può couchiuderc ch’esisten- 
do la retta AD fuori del piano di AB, AC, ec. 

II." Se due angoli triedri resultano da an- 
goli rettilinei rispettivamente eguali , io dico 
dover essere eguali gli angoli diedri de’ pia- 
ni, in cui esistono gli angoli rettilinei eguali. 

1 Caso. Siano i due angoli triedri A, a 
co’ piani degli angoli eguali disposti nel me- 
desimo ordine, cioè situando sopra la Tavola i 
piani degli angoli eguali BAC, bac, corrispon- 
dano eguali gli angoli DAB e dab dalla sini- 
stra , e gli angoli DAC e dac dalla dritta ; 
in questo caso può aver luogo la coincidenza 
de’- due angoli triedri , e quindi ne proviene 
l’eguaglianza enunciata degli angoli diedri. A 
quest’oggetto non si deve praticar altro che la 
soprapposizione dell’angolo rettilineo bac al suo 
eguale BAC, in modo che’ coincidano: perchè 
la retta ad posta al di sopra del piano BAC 
deve necessariamente confonde! si con AD. co- 
me quella che parte da A e fa giusta l’ipotesi 
gli stessi angoli di AD colle rette AB, AC*; 
il che imporla la perfetta coincidenza degli an- 
goli triedri A, a, e precisamente coincidono 
i piaui degli angoli eguali. In simile guisa si 


Digitized by Google 


30 1 

ottiene l’angolo diedro DABC = (labe , DACB 
= dacb , BADC = bade ; lo che ec. 

Se venisse a cangiare la specie di tutti e 
due gli angoli DAB , DAC o di uno di essi , 
sussisterebbe sempre la dimostrazione a tenore 
de’ vari casi contemplati nel lemma. 

a.° Caso. Siano ora i piani degli angoli 
eguali disposti in ordine inverso, cioè situando 
come nel i" caso sopra la Tavola i piani de- 
gli angoli eguali BAG, cab, corrisponda l’an- 
golo DAB dalla sinistra eguale all’angolo dab 
dalla dritta e l’angolo DAC dalla dritta eguale 
all’angolo dac dalla sinistra. Avendo luogo una 
tale disposizione inversa, non possono i due an- 
goli triedri A, a coincidere; giacche sebbene 
potesse effettuarsi la coincidenza degli angoli 
eguali, soprapponéndo ac ad AB e ab ad AC, 
pure ad non si confonde con AD, cóme quel- 
la che non fa con AB e AC gli stessi angoli 
DAB, DAC di AD, facendo ad con AB l’an- 
golo eguale a DAC e con AC l’angolo eguale 
a DAB. Se poi si rovescia l’angolo triedro 
a , in guisa che ad corrisponda al di sotto, 
e si pratica la coincidenza dell’angelo cab 
con CAB , • soprapponendo ac ad AC e ab 
ad AB; allora l’angolo bad al di sotto del 

S iano BAC viene dallo stesso lato di BAD al 
i sopra e dac dallo stesso lato di DAC. Si 
verifica adunque l’altro caso del lemma , eh’ è 
quanto a dire la retta ad, partendo da A de- 
ve passare per d posto nella perpendicolare mx 
abbassata da un punto qualunque in di AD 
sopra ’l piano BAC e prolungata sino a xd ==* 
mx, c cosi l’angolo triedro ac db si rappresenta 
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da AC</B; c noi veniamo provando a tenore 
dell’ enunciazione del teorema l’angolo diedro 
DBAC =r z/BAC ch’è lo stesso di dbac , l’altro 
T)CAB = JCAB ch’è lo stesso di dcab. 

Qui fa d’uopo distinguere i vari casi relati- 
vi alla specie degli angoli DAB, DAC già con- 
siderati nel lemma; e noi riguardiamo come 
caso fondamentale quello di sì fatti angoli tutti 
e due acuti colla perpendicolare mx dentro 
all’angolo BAC. Si tiri adunqne nel piano 
BAC la retta xt perpendicolare a AB , e si 
conducano le due oblique mt nel piano BAD, 
dt nel piano z/AB, le quali devono tutte e due 
*19. VI.® corrispondere perpendicolari a AB*, ch’è la 
comune sezione de’ due piani BAD, ziAB ; in 
questa guisa l’angolo rettilineo mix è la mi- 
sura dell’angolo diedro DBAC, e dtx lo è del- 
*2o.II°Scol. l’altro z/BAC * , i quali angoli rettilinei mtx , 
dtx sono eguali. Imperciocché i due triangoli 
txm, txd rettangoli in x per ragione di mxd 
*«9.Tt°3ral. perpendicolare al piano BAC * hanno eguali 
i lati mx, dx , e ’l lato tx comune; dunque 
* 11. III.» gli anzidetti triangoli sono eguali*, e danno 
l’angolo mtx — dtx, il che importa l’egua- 
glianza de’ due angoli diedri DBAC , dBAC. 
Nè diverso è ’l metodo per provare l’angolo 
diedro DCAB = z/CAB, al quale oggetto si gui- 
dino xr perpendicolare a ÀC e le due oblique 
mr , z/r, che corrispondono perpendicolari a AC, 
e la considerazione de’ triangoli rettangoli eguali 
rxm , rxd dà l’angolo rettilineo tnrx=drx , ec. 

Questa dimostrazione sussiste per gli altri 
casi del presente teorema , passando a tenore 
della particolare circostanza dall’eguaglianza di 
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due angoli diedri acuti a quella de’ loro sup- 
plementi ottusi. Ed in vero se restando acuti 
gli angoli DAB, DAC, la perpendicolare mx 
cade fuori dell’angolo BAC , allora si replica 
la stessa dimostrazione di sopra , ma l’ angolo 
rettilineo mtx misura l’angolo diedro adiacente 
di DBAC cioè ’l supplemento ottuso di DBAG 
acuto *, verificandosi lo stesso per l’angolo ret- 
tilineo dtx rispetto all’angolo diedro zfBAC; e 
così dall’eguaglianza de’ due supplementi si ar- 
gomenta l’altra de’ due angoli diedri DBAC, 
dBAC. Se gli angoli sono tutti e due ottusi 
DAB', DAC', si prolungano i loro piani al di F. 164 - N.i 
là della comune sezione AD, e così si forma e 
l’angolo diedro BADC opposto al vertice di 
B'ADC' analogo all’angolo rettilineo BAC op- 
posto al vertice di B'AC': allora l’angolo retti- 
lineo mtx misura l’angolo diedro DBAC, che 
è lo stesso di DB'AC , cui come supplemento 
corrisponde DB'AC'; mentre l’angolo rettilineo 
eguale dtx misura l’angolo diedro dBAC o sia 
dB'AC che ha per supplemento z/B'AC', il che 
importa l’eguaglianza de’ due angoli diedri ot- 
tusi DB'AC' , dB'AC'. Nella stessa guisa si 
passa dagli angoli diedri DCAB, rfCAB eguali 
a’ loro supplementi DC'AB', t/C'AB' pure egua- 
li. Se poi si ha uno degli angoli per es. DAB' 
ottuso e DAC acuto, si prolunga ’l piano DAB' 
al di là di AD, e viene l’angolo rettilineo BAC 
supplemento di B'AC: in simile caso l’angolo 
diedro DABC è lo stesso di DAB'C, erfABC di 
dAB'C; ma DACB è supplemento di DACB' e 
r/ACB di r/ACB'; quindi si conchiude l'egua- 
glianza di DACB', t/ACB'. 

33 
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S’ intende infine come si possa collo stesso 
F. 164. N i. metodo dimostrare l’eguaglianza de’ terzi an- 
e N. 3 . _ 0 jj diedri BADC , bade , facendo coincidere 
due degli altri angoli rettilinei eguali per es. 
BAD e bad con mettere ha sopra BA e da so- 
pra DA; allora ac e AC corrispondono da parti 
opposte rispetto al piano BAD, e si prova col 
solito metodo l’eguaglianza degli angoli diedri 
dallo stesso lato BADC, bade. 

Qualunque sia adunque la disposizione degli 
angoli rettilinei rispettivamente eguali ne’ due 
angoli triedri, si verifica sempre l’eguale incli- 
nazione de’ piani contenenti gli angoli rettili- 
nei eguali; il che ec. 

Scolio. Questo teorema offre due casi ben 
distinti di eguaglianza di angoli triedri , non 
ostante che sempre abbia luogo l’eguaglianza 
di tutte le parli costituenti; nel i° caso per la 
disposizione delle parti nel medesimo ordine 
sqccede la coincidenza degli angoli triedri , e 
questa è impossibile nel 2 0 caso, attesa la di- 
sposizione delle' stesse parti in ordine inverso. 
M. r Le Gendre , cui si appartiene questa sco- 
perta sfuggita alla mente di tutti i geometri an- 
teriori, disse eguaglianza assoluta quella della 
* Def. coincidenza “ , ed eguaglianza per simmetria 
l’altra in cui uon può aver luogo la coincidenza; 
onde secondo lui sono eguali assolutamente gli 
angoli triedri nel i° caso, ed eguali per simme- 
tria o semplicemente simmetrici nel a". E la 
. denominazione di simmetrici si estende in ge- 
nerale a tutti i solidi , che resultano da parti 
rispettivamente eguali ma disposte in ordine 
inverso. Sembra a prima vista che l’eguaglianza 


Digitized by Google 



per simmetria debba pure verificarsi nelle fi- 
gure piane, quando le loro parli rispettivamente 
eguali corrispondono in ordine contrario ; ma 
a dire ’l vero le figure piane si possono rivol- 
gere in ogni verso cioè da dritta a sinistra e 
da sinistra a dritta, di sotto in sopra e di so- 
pra in sotto, e quindi le parti si possono sempre 
ridurre nello stesso ordine, cli’è quanto a (fife 
l’eguaglianza per simmetria si riduce all’asso- 
luta. Non così pe’ solidi cioè per le figure a 
tre dimensioni , in cui per lo rovesciamento 
la 3* dimensione prende un verso differente, 
cangiandosi l’altezza in profondità o all’inverso, 
e questa circostanza impedisce la loro coinci- 
denza, allorché le parti sono ridotte nel mede- 
simo ordine, come si avvera ne’ due angoli trie- 
dri A, a del 2 0 caso rappresentali da ABDC, 

ABc/C colle 3' dimensioni mx ì dx dirette in 
verso contrario. 

Corollario. Se l’angolo triedro A corri- f. 164. N.i 
prende due angoli rettilinei eguali per es. 

BAD e CAD, devono i piani degli angoli 
eguali avere la stessa inclinazione al terzo 
piano BAC, o sia i due angoli diedri DABC, 

DACB resultano eguali. Questa proposizione è 
evidente nel caso degli angoli BAD, CAD retti, 
corrispondendovi i due angoli diedri DABC , 

DACB pure retti ¥ ; e noi la dimostriamo pel * a o. VI.® 
caso degli angoli acuti. Supponendo la costru- 
zione del 2 ° caso del teorema, fa d’uopo di- 
mostrare l’eguaglianza degli angoli rettilinei 
mtx , mrx ; il che è conseguenza dell’ ipotesi 
stabilita. Ed in vero i due triangoli rettangoli 
mfA, mrA coll’ipotcnusa inA comune divengono 
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•i i.TV°Scol. eguali nel caso dell'angolo /Am ~ rAm*, som- 
ministrando mt—nir; ciò clic produce l'egua- 
glianza degli altri due triangoli rettangoli mxt , 
• ii. VI» ntxr col cateto mx comune*, da cui si deduce 
i. Caso. p au g 0 i 0 m i x — mrx. Questa dimostrazione vale 
per l’ipotesi de’ due angoli ottusi eguali B'AD, 
C'AD, essendo gli angoli diedri DABCeDACB 
i rispettivi supplementi di DAB'C' e DAC'B'; 
per lo che dall’eguaglianza già provata di DABG 
e DA GB segue quella di DAB'C' e DAC'B'. 
Ora posta questa proposizione, si può stabilire 
l’altra, che nel caso di un angolo triedro com- 
posto da tre angoli rettilinei eguali devono 
pure essere eguali i tre angoli diedri Uè’ suoi 
tre piani. 

111." In ogni angolo poliedro convesso la 
somma degli angoli rettilinei formati dalle 
comuni sezioni de ’ piani dev’essere sempre 
minore di quattro angoli retti. 

Fig. i6<i. Secando l’angolo poliedro S con un piano 
qualunque, nasce un poligono ABCDE ; e se 
da un punto O del piano secante preso dentro 
al poligono si conducono le rette OA , OB , 
OC, ec. a’ suoi successivi vertici, vengono, a 
formarsi col vertice in 0 un numero di trian- 
goli OAB, OBC, OCD, ec. eguale a quello dei 
triangoli SAB, SBC, SCD , ec. col vertice in 
S; per lo che la somma degli angoli de’ trian- 
goli col vertice in S dev’essere eguale alla som- 
1 9. HI.» ma degli angoli de’ triangoli col vertice in O*. 

Intanto avendo riguardo agli angoli triedri in 
• I.» A, B, C, cc. si stabilisce * la somma de’ due 
angoli SAE-fSAB >EAB, SBA-{-SBC>ABC, 
SCB -f- SCD>BCD, ec. ch’è quanto a dire la 
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somma degli angoli alle basi de’ triangoli coi 
vertice in S resulta maggiore della somma degli 
angoli alle basi de’ triangoli cql vertice , in Oo 
sia degli angoli del poligono ABCDE; onde per 
compensazione la somma degli angoli in S è 
minore della somma degli angoli in O, la quale 
ultima somma equivale a quattro angoli retti 
Dunque cc. 

Scolio. La considerazione de’ triangoli col 
vertice in O non è essenziale alla dimostrazio- 
ne; giacche chiamando n il numero delle fac- 
cie dell’angolo solido, si formano n triangoli 
in S, di cui la somma degli angoli si esprime 
da i8o° X n = 180° X n — 36 o u + 36 o° , da 
cui sottraendo la somma degli angoli alle basi, 
eh’ è maggiore della somma degli angoli del 
poligono cioè di i8o°(« — 2) = 1 8o° X n— 36 o”*, 
resta come residuo la somma degli angoli in 
S minore di 36 o°. 

Corollario. Conoscendo ’l valore degli an- 
goli de’ poligoni regolari *, veniamo definendo 
i casi in cui si possono costruire angoli solidi 
per mezzo di piani contenenti angoli di poli- 
gono regolare. Si può formare i° un angolo 
triedro con tre piani di triangolo equilatero , 
di cui l’angolo è 6o°, e la somma de’ tre an- 
goli rettilinei 180°; 2 0 un angolo tetraedro con 
quattro .piani di triangolo equilatero, essendo 
la somma de’ quattro angoli 240"; 3 ° un an- 
golo pentaedro con cinque degli anzidetti piani, 
che danno la somma 3 oo° de’ cinque angoli ; 
ina non se ne possono unire sei per ragione 
della somma 36 o° de’ sei angoli, ed a forticci 
un numero maggiore. 4 ° Si può formare 1 solo 
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angolo triedro con tre piani di quadrato, di 
cui l’angolo è 90°, e la somma de’ tre angoli 
370°; 5° il solo -angolo tjiedro con tre piani di 
pentagono regolare, che ha l’angolo di 108", 
e dà 824° l )er somma de’ tre angoli; per- 
chè quattro angoli di quadrato somministrano 
la somma 36 o°, quattro di pentagono la som- 
ma 432 °, e tre di esagono regolare la somma 
3 Go°, essendo 120 0 il suo angolo, ec. 

§ 22 . de’ poliedri. 

Definizioni. 

1.* La sfigura solida , che dicesi anche il 
solido , è una parte dello spazio con tulle e tre 
le dimensioni limitata e racchiusa per ogni 
verso da superficie; e due figure solide sono 
assolutamente eguali, quando soprapposte coin- 
cidono in tutta la loro estensione. Se poi le 
figure solide senza potere coincidere compren- 
dono lo stesso spazio, cioè sono della medesi- 
ma capacità, o volume, o come d’ordinario si 
dice della stessa solidità, allora queste figure si 
chiamano semplicemente equivalenti . 

a.* Il solido poliedro o semplicemente ’l po- 
liedro è una figura solida limitata da molte 
superficie piane, che diconsi faccie; le loro co- 
.l é Coi\2. mimi sezioni, che devono essere linee rette*, 
si chiamano lati o spigoli o costole ; ed i ver- 
tici degli angoli solidi sono i vertici del polie- 
dro. Onde due poliedri sono certamente eguali, 
allorché i vertici dell’uno si confondono co’ ver- 
tici dell’altro. In particolare si dice tetraedro il 
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solido a quattro faccie , esaedro quello a sei , 
ottaedro quello a otto, dodecaedro il solido 
a dodici faccie, ed icosaedro quello a venti 
dalla parola greca eixoai , venti. 

3. * Se un quarto piano viene a secare i tre 
componenti l’angolo triedro S, si forma ’l so- 
lido più semplice, cli’è il tetraedro , di cui le 
quattro faccie ASB, ASC, CSB, ÀCB sono 
piani triangolari, e dicesi ancora piramide trian- 
golare. Secando con' un piano i quattro piani del- 
l’angolo tetiaedro S,si forma il solido colle quat- 
tro faccie laterali triangolari SAD, SAB, SBC, 
SCD,e colla base quadrilatera DABC,che dicesi 
piramide quadrangolare ; eri in generale allor- 
ché si secano cou un piano gli n piani di un 
angolo poliedro, ne nasce un solido, di cui le 
faccie laterali sono sempre triangolari, e la base 
un poligono di n lati, che chiamasi piramide 
poligona , di cui jl vertice è quello dell’angolo 
poliedro, indicandosi la piramide con iscrivere 
prima la lettera del vertice e poi quelle della 
base. In altra guisa se da’ vertici di un trian- 
golo o di un poligono qualunque si tirano delle 
rette ad un punto situato fuori del suo pia- 
no , e si guidano i successivi piani per due 
rette contigue, si forma un solido della classe 
delle piramidi, che tutte convengono nella pro- 
prietà di avere le faccie laterali triangolari, 
di (ferendo soltanto nella base, che può essere 
un poligono qualunque. La parola piramide ha 
avuto origine dalla greca Hvpxf/ia, la quale è 
derivata dalla voce IIvp, vpoa, fuoco } fiamma, 
di cui la piramide imita la forma acuminata. 

4 . '' L ’ altezza della piramide è la perpeu- 
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dicolare coadotta dal vertice sopra ’l piano 
della base ; e la piramide è reità , quando la 
base è un poligono regolare, e la perpendico- 
lare anzidetta cade nel centro del circolo iscrit- 
* i 5 . II. 0 to o circoscritto al poligono *. 

5 . a Esistendo un triangolo o un quadrilatero 

0 in generale un poligono qualunque, che serve 
di base, si conducano delle rette parallele ed 
eguali da’ vertici fuori del suo piano , di cui 
congiungendo l’estremità, si forma un poligono 

* iq. XV.° eguale e parallelo a quello della base * ; e si 

Cor- considerino inoltre i piani determinati dalle rette 
parallele contigue prese due a due. Questa co- 
struzione dà un solido con due' basi, che sono 

1 due poligoni eguali co’ piani paralleli, e tutte 
le faccie laterali devono essere parallelogram- 
mi, ed un tale solido si dice prisma. Così nel 

l'ig. 167. caso del triangolo ABC e delle rette parallele 
ed eguali A a, B è, Ce, ec. si ottiene ‘ l prisma 
triangolare , che ha per basi i due triangoli 
eguali e parali i ABC, abe , e di cui le tre faccie 
laterali corrispondono a’ parallelogrammi Aa&B, 
BècC, CcflA per ragione de’ due lati opposti 

* 12. IV.° di ogni quadrilatero eguali e paralleli*; nel 
J ig. 168. caso del quadrilatero ABDG si forma il prisma 

quadrilatero co’ due quadrilateri eguali e pa- 
ralleli come basi e colle quattro faccie laterali, 
che sono i parallelogrammi AB in, B Ddb, DCcd, 
Fi S- «<*)• CA ac ; nel caso del pentagono ABCDE nasce 
il prisma pentagono ; ec. ec. In altra guisa esi- 
stendo due piani paralleli, si descriva in uno 
di essi il poligono ABCDE, da’ cui vertici si 
guidino delle rette parallele all’altro piano, che 
rincontrano ne’ punti a , 6 , c , </, e. I piani 
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di ogni coppia di due rette contigue vi deter- 
minano colle loro comuni sezioni il poligono 
abcde eguale al primo; perchè i lati ab , bc , 
ec. resultano paralleli* a AB, BC, ec. e quindi * 19. Xl.° 
i quadrilateri AB&a, BC cb, ec. sono parallelo- 
grammi*, che danno eguali i lati opposti ab * 12 .II.® 
c AB , bc e BC , ec. e gli angoli a e A, b e , 

B, ec. co’ lati paralleli sono pure eguali*. *i9XIV.° 
Onde la unione di tutti i piani dà origine al 
prisma poligono , che si qualifica poi nel caso 
particolare col nome della base. Si possono an- 
cora descrivere ne’ due piani paralleli i poli- 
goni eguali ABCDE, abcde co’ lati eguali ri- 
spettivamente paralleli , congiungere i vertici 
omologhi colle rette A a, B b, Cc, Dd, Ee, ed 
immaginare al solito i piani per due rette con- 
tigue; giacché in questo caso le faccie laterali 
o sia i quadrilateri AB&n, BC cb, ec. sono pa- 
rallelogrammi *, avendo i lati opposti AB e ab, * «a. IV. ° 
BC e bc, ec. eguali e paralleli. I prismi adun- 
que formano uua classe di solidi, che tutti con- 
vengono nelle proprietà di avere due poligoni 
eguali co’ piani paralleli come basi, e piani ]>a- 
rallelogrammi come faccie laterali, e non dif- 
feriscono che nella base, per le quali può ser- 
vire qualunque poligono , che dà ’l nbme al 
prisma. La parola prisma è la stessa voce greca 
npi'jjU*, con cui piacque a’ greci di denotare 
questa figura, e la derivarono da ripide, sego, 
forse perchè un tale solido può recidersi dal 
masso la mercè della sega , avendo riguardo 
alle sue faccie piane. 

B*. L 'altezza del prisma è la perpendicolare 
abbassata da un punto della base superiore so- 

34 
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pra’l pianp dell’inferiore, cioè adire la distanza 
' * ig-Xin.» de’ due piani paralleli delle basi*. Il prisma 
tor - dicesi retto , quando le sue costole A a, Bb , ec. 
sono perpendicolari a* piani delle basi ABCDE, 
abcde\ e basta cbe una sola costola lo sia per 
*19. VII.* esserlo tutte le altre * , essendo le costole paral- 
lele fra loro, nel quale caso una costola qualun- 
que esprime l’altezza del prisma, ed i parallelo- 
grammi laterali AB ba , BC ci, ec. divengono 
*ig.II°Scol. rettangoli *. Ma se le costole sono oblique ai 
piani delle basi , allora le faccie laterali sono 
propriamente parallelogrammi, e ’1 prisma di- 
cesi obliquo. Nel caso del prisma retto i piani 
delle faccie laterali sono perpendicolari al pia- 
*20. YI.® no della base*, ma in quello del prisma obli- 
quo non si possono dare due faccie conti- 
gue perpendicolari alla base; perchè dietro si- 
mile ipotesi la loro comune sezione cioè uno 
spigolo sarebbe perpendicolare al piano della 
* 20. IX.® base * , e lo sarebbero pure gli altri spigo- 
*19. VII.® li *, cioè il prisma resulterebbe retto. Onde nel 
caso del prisma triangolare obliquo non può 
esistere che una sola faccia perpendicolare alla 
base. 

7.* Se la base del prisma è un parallelo- 
grammo, le sei faccie dello stesso sono tutte 
parallelogramme, e prence ’l nome di parallele- 
pipedo , di cui esistono differenti specie relati- 
ve alle diverse specie de’ parallelogrammi. i° 
Fig. 1G8. Se il parallelogrammo ABDC, cbe serve di 
*12. VI.® base, è rettangolo *, e gli spigoli Art, BZ», C c, 
D d sono perpendicolari al piano della base, le 
sei faccio del solido sono tutte rettangole , e 
F«g. 171. dicesi parallelcpepido rettangolo. 2 0 Se la base 
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ÀBDC è un quadrato * cogli spigoli perpen- 
dicolari come sopra ed eguali al lato AB del 
quadrato , le sei faccie si riducono a sci qua- 
drati eguali, e dicesi parellepipedo quadrato 
o, semplicemente cubo. 3.° Se la base è un 
rombo*, e gli spigoli sono obliqui al suo piano 
ed eguali al lato del rombo, le sei faccie cor- 
rispondono tutte a rombi formati sullo stesso 
lato , e ’l parallelepipedo dicesi romboidale o 
semplicemente romboide. 

8 .* Due poliedri si dicono simili , allorché 
hanno lo stesso numero di faccie rispettiva- 
mente simili, che sono le omologhe, e gli an- 
goli solidi omologhi uguali assolutamente; il 
che importa dover essere le faccie simili cioè 
le omologhe po 9 te similmente e colla stessa in- 
clinazione fra loro. 


Teoremi. 

I.° In qualunque prisma le sezioni fatte 
da piani paralleli sono poligoni eguali. 

Sia ABCDE la base del prisma, e pe’ due 
punti M, m presi nello stesso spigolo A a si 
conducano due piani paralleli fra loro, che per 
mezzo delle comuni sezioni colle faccie laterali 
determinano i due [poligoni MNPQR, mnpqr 
eguali. Imperciocché le comuni sezioni MN , 
mn de’ due piani paralleli col terzo AabB sono 
parallele *, ed essendo gli spigoli A a, B b pure 
paralleli * , il quadrilatero MmnN è un pa- 
rallelogrammo, che dà MN = mn *; e la stessa 
ragione vale per gli altri lati NP e np , PQ 
e ^< 7 , cc. Di più gli angoli M e m, N e n t 


* 12VIII 0 


Fig. 172. 


* 19. XI.® 

* Dcf. 5. 

* 12. II.®] 
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P 0 p, ec. co’ lati rispettivamente paralleli rc- 

* 19.XIV. 0 sultano eguali*; e cosi i «lue poligoni MNPQR, 

mnpqr sono rispettivamente equilateri ecl equi- 
angoli cioè a dire eguali. Lo die ec. 

Corollario. Ogni sezionefatta in un prisma 
da un piano parallelo alla sua base è eguale 
a questa base tenendo in tale caso la base 
luogo del a 0 piano secante. 

Fi». 170. ]].° Due prismi sono eguali , allorché hanno 

eguali le basi ABCDE, GF1I1K, e le faccie 
laterali per es. AneE, GgÀK pure eguali , si- 
milmente poste , ed egualmente inclinate sopra 
le rispettive basi. 

Facendo coincidere le due basi eguali, è gio- 
coforza che coincidano i piani EAne, KG gk , 
come quelli che sulla stessa retta EA Formano 
angoli diedri eguali colla base; e coincidendo 
i piani, si confondono i parallelogrammi eguali 
e similmente posti, o sia gli altri due vertici g , 
k cadono sopra a , e. Or siccome i due lati e 
l’angolo compreso determinano ’l parallclogram- 

* ri TV ® mo *, cosi la coincidenza di GF con AB e di 
teol. j. q con p^ a c - quella del parallelogrammo 

GF fg con AB ba\ mentre la coincidenza di FI 
con BC e di Yf con B b ci dà l’altra de’ due 
parallelog. Y\if e BC cb ; ec. ec. In simile 

f uisa i vertici A, g , f, ec. e, a, b , ec. delle 
asi superiori si confondono, e confondendosi 
tutti i vertici, i due prismi si riducono ad 
* Per. r U n solo *; dunque cc. 

Corollario ■ Nel caso de’ prismi retti per 
l’eguaglianza delle faccie laterali EA ae, KG gk 
rettangole basta quella degli spigoli An, G g, 
‘Ber. 8. che ne rappresentano le altezze’, supponendo 
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per altro eguali le basi ; e queste faccio sono egual- 
mente inclinate sulle basi , facendovi retti gli 
angoli diedri *. Quindi si deduce che due prismi 
retti sono eguali , qiumdo hanno eguali le 
basi ed eguali le altezze. 

Ili" In ogni parallelepipedo le faccie op- 
poste sono eguali e parallele , e gli angoli 
diedri opposti cioè formati da due piani ri- 
spettivamente opposti sonò eguali. 

Essendo le basi i due parallclog. ABDC , 
abdc eguali e paralleli *, la 1“ parte del teo- 
rema si deve provare per due faccie laterali 
qualunque come per es. ACen, BD</£. 

Ed in vero si ha per ragione del parallelo- 
grammo ACDB il lato AC uguale e parallelo 
a BD*,e per ragione dell’altro parallelogrammo 
ABZm il lato A a eguale e parallelo a B b. Da 
ciò ne conseguita 1® «he l’angolo a AC è eguale 
a &BD*, la quale cosa dietro l’eguaglianza 
dei lati contigui serve a farci argomentare l’e- 
guaglianza dei parallclog. AC ca , BDd£ ¥ ; a° 
i piani di questi due parallelogrammi sono pa- 
ralleli *. Inoltre gli angoli diedri opposti come 
per es. aACD , libdc resultano eguali ; per- 
chè hanno come supplemento lo stesso angolo 
diedro Aacd, atteso ’l parallelismo de’ piani op- 
porti AD e ad, Ac e B d ¥ . Lo che cc. 

Corollario f.°Fra le sei faccie del paralle- 
lepipedo due qualunque opposte si possono 
prendere come basi, essendo sempre due pa- 
rallelogrammi eguali e paralleli , e le altre 
quattro corrispondono a faccie laterali. 

Corollario 2.® Il parallelepipedo è assoluta- 
mente determinato dalle tre costole , che con- 


Fig. i68 - 
* Def. 7. 
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coirono al medesimo punto, cioè essendo dale 
le tre rette An, AB, AC poste in piani diversi 
ed i loro angoli rispettivi, si può sempre co- 
struire un solo parallelepipedo. Conciossiaclie 
essendo definiti i tre piani delle rette Aa e 
AB, Aa e AC, AB e AC, se dall’estremità di 
ogni retta si tira un piano parallelo a quello 
delle altre due, si vengono colle rispettive in- 
tersezioni di questi sei piani a determinare le 
sei faccie parai lelogramnie del solido, di cui 
le opposte sono eguali e parallele; e per ogni 
punto estremo delle tre rette non può passare 
i9.XlI°Cor. che un solo piano parallelo ad un altro*. O 
pure in altra guisa dopo di avere costruito ì 
tre parallelogrammi nAB£, aACc, ACDB delle 
tre rette date prese due a due si compiano il 
i* parallelogrammo cCDd delle rette c C, CD, 
il 2 ° £BDd delle rette '£B, BD, il 3° abdc 
delle rette ab , ac; la unione de’ sei parallelo- 
grammi, di cui gli opposti sono eguali e paralleli, 
dà il parallelepipedo richiesto, che suole indicarsi 
colle lettere de’ vertici opposti, cioè a dii e Ad. 

Corollario 3* Nel parallelepipedo rettan- 
golo il quadrato di qualunque diagonale con- 
dotta fra i vertici opposti come per es. Cb 
è eguale alla somma de’ ' quadrati de’ ire spi- 
goli Aa, AB, AC, che lo determinano. 

Imperciocché il triangolo CBè rettangolo in 

Cor X 3. 0 B dà cT==B6’ -f CB^Ta + GB ; ma per 
ragione dell’altro triang. CAB rettangolo in A 
si ha pure CB* = A B" + ÀC’; dunque si ottiene 

Cb—Aa d- AB +AC 

IV.” In ogni parallelepipedo le diagonali 
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condotte da’ vertici opposti si secano nel me- 
desimo punto , e ciascuna vi resta divisa in 
due parti eguali. 

Imperciocché le due rette AB, ba parallele 
ed eguali alla terza CD sono parallele * ed 
eguali fra loro, e ne proviene ’l parallelogram- 
mo AB ab* , di cui le diagonali Aa, B b s’in- 
tersecano in parti eguali nel punto O * , es- 
sendo queste due diagonali quelle de’ vertici 
opposti A e a, B e b del parallelepipedo. Ora 
la diagonale Aa si appartiene al parallelogram- 
mo delle rette AC, ca , e la 2“ diagonale C c 
dello stesso deve passare pel mezzo O della 
1* A n, restandovi divisa in mezzo*; mentre 
l’altra diagonale B b per ragione del parallelo- 
grammo delle rette BD, db determina ’l pas- 
saggio della diagonale D d pel suo mezzo O 
c la divisione di ÌSd in due parti eguali. Dun- 
que le quattro diagonali A a, B&, Ce, D d dei 
vertici opposti del parallelepipedo si secano 
ciascuna in parti eguali nello stesso punto O; 
lo che ec. 

Corollario. Qualunque retta condotta pel 
punto d’intersezione O delle diagonali anzi- 
detto e terminata dall’ una e V altra parte alla 
superficie del parallelepipedo come per es. 
la retta MOm è divisa in due parti eguali ; 
giacché tirando un piano per M in e per la 
diagonale A a , si determinano le comuni se- 
zioni MA, ma parallele *, e quindi i triangoli 
eguali OMA, O ma* ì che danno OM = om. 
Sotto questo riguardo si può ’l punto 0 con- 
siderare come centro del parallelepipedo , che 
é analogo al centro del parallelogrammo *, es- 
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sendó.a dire ’l vero ’l parallelepipedo nello 
spazio ciò ch’ò ’l parallelogrammo nel piano. 

V.* Il piano , che sempre può condursi fra 
due spigoli opposti come paralleli * , divide 
il parallelepipedo in due prismi triangolari 
di basi eguali ed altezze eguali , che possono 
soltanto coincidere , quando sono prismi retti. 

Tirando per due spigoli opposti per es. B b, 
C c il piano 136 cC egli è evidente che il paralle- 
lepipedo Ad si divide ne’ due prismi triangolari 
ABCaic, DCBdcb , che hanno eguali le basi 
ABC, DCB*, e l'altezza in tutti e due corrisponde 
alla distanza de’ piani paralleli AD, ad'. Al- 
l’oggetto poi di tentare la loro sopra pposizione 
si distacchi per es. il i° prisma ABC abe , e 
si situi come nel N.°2 cioè colla base CBA 
posta nel verso da poter coincidere colla base 
eguale BCD del 2" prisma DC Bdcb. In questa 
disposizione la base CBA coincide colla base 
BCD o sia ’l lato AC con DB, CB con BC , 
e BA con CD; ma l’angolo diedro aACB non 
può in generale coincidere col diedro rfDBC , 
essendo supplementari* per ragione de’ piani 
paralleli Ac e B d del N.° r° ‘ , e quindi la 
loro coincidenza è limitata al caso di essere 
ambidue gli angoli diedri retti. Nello stesso 
modo si discorre per la coincidenza de’ due 
angoli diedri «ABC, dDCB; e la medesima 
condizione sussiste per gli altri due angoli die- 
dri cCBA, cCBD, che sono i due angoli adia- 
centi formati dal piano secante bBCc sopra la 
base AD del N.° i°*. Per lo che si stabili- 
sce che la coincidenza de’ due prismi ha luogo 
quando le tre faccie di ciascuno sono perpeudi- 
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colavi alle rispettive basi , cioè a (lire quando 
i due anzidetti prismi sono retti, non potendo 
i prismi triangolari obliqui avere che una sola 
faccia perpendicolare*; e questa coincidenza de’ * Dcf. g. 
due prismi retti con basi eguali ed altezze 
eguali ci è per altro nota * ji ,• Cor. 

Quando poi si riflette che nel parallele- 
pipedo gli angoli diedri opposti corrispondono 
eguali * , s’intende che due angoli diedri alla * Iti.* 
base superiore abc del 1® prisma resultano F. 174 N.1 
eguali a due alla base inferiore DBC del 2 0 , 
cioè Aacb — éIDBC, Aabc=dDCB) e ’l terzo 
ang. C cba eguaglia ’l terzo cCBD *, essendo * so. Y.° 
questi due angoli alterni — interni de’ piani 
paralleli ad, AD *. Può nascere adunque l’idea * III." 
di capovolgere il 1* prisma per far coincidere 
la sua base abc colla base eguale DCB del 2 0 ; 
ma se si pone come nel N.° 3 °, ch’è appunto 
la disposizione necessaria onde aver luogo la F.i 74 ' N. 3 . 
coincidenza degli angoli diedri eguali A acb e '• 

z/DBC, allora i due lati ab e bc rispetto a ac 
non hanno la stessa situazione de’ lati rispet- 
tivamente eguali DC c CB rispetto a BD, cioè 
a dire non possono coincidere le comuni se- 
zioni 0 sia i vertici degli angoli diedri eguali. 

Lo stesso avviene, dando alla base abc un’al- 
tra disposizione conveniente alla coincidenza di 
altri due angoli diedri, perchè sempre gli al- 
tri due angoli del i” prisma corrispondono in 
parti diverse de’ due angoli rispettivamente 
eguali del 2 0 ; e quindi impossibile ancora rie- 
sce la coincidenza de’ due prismi in questa si- 
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spigoli , ed in sei maniere diverse si pub lo 
stesso scomporre in due prismi la mercè dei 
piani degli spigoli opposti. Se ’l parallelepipedo 

* Def. 7. è rettangolo *, i due prismi sono sempre retti, 

e come tali possono coincidere. Se ’l paralle- 
lepipedo ha le due basi parallelogramme e le 
quattro faccie laterali rettangole, che potrebbe 

* Def. 6. a somiglianza del prisma dirsi retto * , due fra 

le sei sezioni danno prismi retti, è son quelli 
colle basi triangolari ne’ parallelogrammi, men- 
tre le altre quattro sezioni somministrano prismi 
obliqui colle basi triangolari ne’ rettangoli, che 
non possono coincidere. Negli altri casi poi 
tutte le sei sezioni danno prismi obliqui. I due 
F.174.N.J. prismi obliqui, in cui si scompone ’l parallc- 
*2 1 .Il*Scol. lepipedo, hanno gli angoli triedri simmetrici" 
cioè A e d, C e b, B e c, e gli altri formati 
dalle stesse lettere col semplice cangiamento 
di grandi in piccole ed all’inverso; per lo che 
resultano da parti rispettivaménte eguali cioè 
da piani eguali ed egualmente inclinati fra 
loro ma non posti similmente, e si è quest’ul- 
tima circostanza che ne impedisce la coinci- 
denza. Questi prismi, dietro la nomenclatura 
introdotta da M r . Le Gendre si dicono eguali 
per simmetria o semplicemente simmetrici. 
Fig. 174-bìs VI." / due prismi triangolari obliqui o sia 
simmetrici ABCabc, DCBdcb, in cui si scom- 
pone ’l parallelepipedo Ad per mezzo del piano 

* Def. 1. secante BbcC, sono equivalenti * fra loro. 

Si conducano pe’ vertici B, idue piani per- 
pendicolari allo stesso spigolo Bò, die resultano 

* 19. X.® paralleli*; il i° incontra gli altri tic spigoli 

prolungati dalla parte di sotto ne’ puuti A' , 
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C', D', e i a" gli stessi spigoli ne’ punti 
c', d ', i quali spigoli devono essere perpendi- 
colari a’ due piani *. In questa guisa per mezzo 
delle comuni sezioni de’ due piani paralleli 
colle quattro faccie laterali del dato parallele- 
pipedef A d si- viene a determinare ’I prisma 
retto BA'C'D 'bn'c'd 1 , eh’ è un parallelepipedo 
retto *; giacche la sua base BA'C'D' ha i lati 
opposti paralleli * , che sono propriamente le 
comuni sezioni delle faccio opposte parallele* 
col piano condotto per B, e quindi ’l quadri- 
latero BA'C'D' è un parallelogrammo*. Inoltre 
il piano secante BbcG divide questo parallele- 
pipedo retto A 'd' ne’ due prismi triangolari 
retti BA'C'òrtV, BD'C 'bd'c' , che possono co- 
incidere * , e sono per questa ragione egnali ; 
c noi veniamo provando dover essere ciascuno 
di questi prismi retti equivalente al prisma 
obliquo di Ad posto dalla medesima parte, cioè 
BA'C'ònV equivalente a BAC bac e BD'C 'bd'c* 
a BDCòdc per indi conchiudere l’equivalen- 
za fra loro de’ due prismi obliqui BAC bac ^ 
BDCòdc. A quest’oggetto si rifletta avere i 
primi due prismi BÀ'C 'ba'c 1 , BAC bac la parte 
solida comune BAC ba'c ' , perciò l’eguétglianza 
de’ loro volumi dipende da quella de’ due so- 
lidi BAA'C'C , ba'acc ' , che sono veramente 
eguali , come quelli che possono coincidere. 
Ed in vero questi due solidi hanno eguali le 
basi triangolari BA'C', ba'c 1 *, che sono le basi 
opposte del prisma retto BA'C 'ba'c'. Hanno di 
più eguali le rispettive perpendicolari a’ punti 
A' e n', C' e c\ cioè A'A = a' a , CG—c‘c; per- 
chè essendo B6 spigolo comune a’ due prismi 


* io. VII.» 
e Xll.° 


* V.» Scol. 

* 19. XI.* 

» HI.» 
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bA'C'bn'c 1 , BAC bac , ne conseguila l’egua- 

* Dcf. 5 . gjianza eli tutti gli altri spigoli *, e si lia A 'a' 

— Art, da cui togliendo la parte comune Aa', 
si deduce A'A = a' a, come pure C'c' — C c 
mediante la sottrazione di C c‘ dà C'C = c'c. 
Ora se si fanno coincidere le basi eguali dei 
due solidi, ponendo per e$. ba'c' sopra BA'C', 
le due perpendicolari a'a, A'A allo stesso punto 
19. IV. 0 A' della base si devono confondere * , e posta 
la loro eguaglianza , il punto a deve cadere 
sopra A; lo stesso avviene per le due perpen- 
dicolari eguali c'c, C'C, cadendo ’l punto c 
sopra C. Per lo che i cinque vertici b, a', 
c', rt, c di un solido si confondono co’ cinque 
vertici B, A', C', A, C dell’altro, ch’è quanto 

* Del', a. a dire i due solidi coincidono e sono eguali*, 

ciò che importa l’ eguaglianza di volume dei 
due prismi BA'C 'ba'c, BAC^nc. 

Così e non altrimenti si dimostra la coinci- 
denza de’ due solidi BCC'D'D , bcc'd'd , che 
determina l’eguaglianza di volume degli altri 
due prismi BD'C 'bd'c, JiDCbdc per ragione 
della parte solida comune BDC bd'c'. Laonde 
si conchiude ec. 

Corollario. Ogni prisma triangolare ABC abe 
è la metà del parallelepipedo Ad formato sullo 
stesso angolo triedro A e cogli stessi spigoli 
AC, AB, Aa cioè del parallelepipedo definito 
111. *Cor. o. dalle tre costole anzidette *; perche forman- 
dosi ’l paiallelep. Ad, ne proviene ’l prisma 
triangolare BDC bdc equivalente al primo, e 
questi due prismi triangolari compongono ap- 
punto ’l paiallelep. Ad. 

Scolio. Questa elegante dimostrazione sopra 
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i prismi equivalenti, in cui si scompone ’l pa- 
rallelepipedo, ha fatto svanire un difetto della 
geometria degli antichi, che ha indotto in er- 
rore qualche autore moderno , e noi la dob- 
biamo all’ingegno di M r . Le Gendrc. Eucli- 
de si era contentato di dire nella definizione 
x del libro xi eguali i solidi , che sono ter- 
minati dallo stesso numero di piani rispet- 
tivamente eguali, dietro di che disse eguali 
nella proposizione xxviu i due prismi, che sod- 
disfacevano alla condizione anzidetta; ma que- 
sta definizione si deve più presto riguardare 
come un teorema da dimostrarsi , perchè si 
danno de’ solidi con faccio eguali non disposte 
nel medesimo verso , come sono in ispecie i 
due prismi obliqui del parallelepipedo , che 
non possono coincidere, e mancando la coin- 
cidenza, manca la ragione per dirli eguali. 

Il P. Tacquet gesuita, trascurata la defini- 
zione di Euclide, venne nell’idea di provare 
la coincidenza de’ due prismi senza distinguere 
alcun caso, e fa veramente pietà ’l suo discorso 
tendente a dimostrare la coincidenza delle basi 
triangolari sì superiori che inferiori, facendo 
astrazione delle faccie laterali. Whiston conob- 
be l’errore di Tacquet, e nelle sue note scrisse 
convenire quella dimostrazione a’ parallele- 
pipedi retti nel senso da noi definito *, e forse • y.° Scol. 
a qualche spècie di parallelepipedi obliqui ; 
nè cosi dicendo ei colse ’l vero, perchè la coin- 
cidenza nel caso del parallelepipedo retto ha 
luogo per due sole sezioni, e non può giam- 
mai appartenere a’ prismi , che derivano da 
qualsisia parallelepipedo obliquo. 
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VII . 0 Le sezioni fotte in una piramide qua- 
lunque da piani paralleli sono poligoni simi- 
li , di cui i perimetri resultano proporzionali 
alle distanze de‘ loro piani dal vertice della 
piramide e le aree a ’ quadrati delle distanze 
anzidette. 

Sia S il vertice e ABCD ec. la base dell* 
piramide: pe’ punti M, m dello stesso spigolo 
SA si guidino due piani paralleli fra loro, che 
per mezzo delle comuni sezioni colle faccie la- 
terali danno origine a’ due poligoni MNPQ ec., 
mnpq ec ., di cui si deve in 1“ luogo provare 
la similitudine. Ed in vero essendo parallele 
le comuni sezioni MN , mn de' dne piani pa- 
ralleli col terzo SAB *, ne derivano i triangoli 
simili SMN, S/rara* e la proporzione MN : mn 
:: SN : Sn *, e per ragione delle altre due co- 
muni sezioni parallele NP, np si ha pure NP 
:n/>:;SN:Sn; per lo che si ottiene la Spro- 
porzione MN : mn :: NP e collo stesso me- 
todo si continuano i rapporti eguali degli altri 
lati paralleli de’ due poligoni , che sono ap- 
punto gli omologhi. Inoltre questi poligoni han- 
no eguali gli ang. MNP e nrnp, NPQ e npq, 
ec. co’ lati rispettivamente paralleli *; e quindi 
si conchiude che i due poligoni MNPQ ec. , 
nmpq ec. sono simili *. In a 0 luogo si ab- 
bassi dal vertice S della piramide la perpen- 
dicolare SO sopra il piano condotto per M, la 
quale incontra in o il piano condotto per 1» 
e dev’ essergli perpendicolare*, in modo che 
SO, So esprimono le distanze de’ due piani 
paralleli dal vertice S, c sussiste la proporzione 
SO : So :: SN : S« *. Ora il rapporto de’ lati 
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omologhi MN, mn, cli’è stato provate eguale a 
quello delle rette SN, S n, resulta pure eguale 
al rapjjorto delle distanze SO, 'So; ma i pori- 
metri de’ poligoni simili stanno come i lati 
omologhi * , e le aree come i quadrati degli 
stessi *; dunque ec. 

Corollario. Se 7 piano secante condotto 
per ni è parallelo alla base della piramide , 
che possiamo supporre MNPQ ec., il poligono 
formato dalle comuni sezioni ninpq ec. è si- 
mile alla base , ec. 

Scolio. Se due piramidi qualunque per es. 
SMNPQ ec., TI1GK hanno eguali le altezze 
SO, TX, e vengono secate da piani paralleli 
alle fasi condotti pe‘ punti o, x, ed equidi- 
stanti dalle stesse basi o da’ vertici , che vale 
la medesima cosa ; allora le aree delle due 
sezioni inupq ec. = S, hgk= S‘ stanno come 
le rispettive basi B , B. Giacche in forza 
«lei corollario sussistono le due proporzioni 

S : B ::So : SO , S' : B' T\r : TX , da cui 
si deduce la terza S : B li S' : B' , o ciò ch’è lo 
stesso S : S‘ Il B : B\ essendo giusta l’ipotesi 
So = Tx e SO = TX. Laonde nel caso 
delle basi equivalenti , rimanendo l’ipotesi della 
stessa altezza , equivalenti resultano le due 
sezioni parallele alle basi ed equidistanti. 

Vili Se le due piramidi triangolari o sia 
i due tetraedri SABC, TMNP hanno le due 
faccie ABC e MWP, SAB e TMN rispettiva- 
mente simili, similmente poste, ed egualmente 
inclinate fra loro, io dico che questi tetrae- 
dri devono essere simili *. 

Si prenda nella 1 “ piramide B/« — NM , B p 
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= NP, Bl=NT, e si tirino le rette mp, mt y 
pt per formare la piramide tmBp , ch’è eguale 
alla 2“ TMNP, potendosi le stesse esattamente 
soprapporre. Conciossiachè essendo giusta l'ipo- 
tesi simili le due faceie ABC, MNP, si ha l’an- 
golo ABC o sia mB/i = MNP*; e posta l’egua- 
glianza de’ lati Bm e NM, B p e NP, quella 
ne conseguita de’ due triang. mBp , MNP *. 
Facendo coincidere questi due triangoli eguali 
riguardati come basi delie due piramidi, è gio- 
coforza che la faccia TMN cada sopra la faccia 
SAB, perchè le stesse dietro l’ipotesi formano 
angoli diedri eguali col piauo della base; e 
siccome eli ang. ABS , MNT sono eguali per 
ragione de’ triangoli simili e similmente posti 

SAB, TMN, cosi ’l lato NT deve cadere sopra 
BS, e ’l punto T sopra t per causa di B t — NT. 
Dunque i quattro vertici M, N, P, T di una 
piramide coincidono co’ quattro vertici m , B, 
p , t dell’altra, ciò che basta per la perfetta 
coincidenza ed eguaglianza delle due piramidi 
TMNP, tmBp *; e noi veniamo dimostrando 
le proprietà enunciate sopra la piramide tmBp 
rispetto all’altra SABG. 

Posta la similitudine de’ due -triang. SAB, 
tmB. ch’ò quella dell’ipotesi, ne segue ’l pa- 
rallellismo di AS, mt per ragione dell’angolo 
SAB = f/nB *; come pure gli altri due trian- 
goli simili dell’ipotesi ABC, mBp danno ’l pa- 
rallellismo di AC, mp. In questa guisa i (lue 
piani SAC, tmp sono paralleli®, ed i triangoli 

SAC, tmp resultano simili *; di più essendo pa- 
rallele le comuni sezioni SC, tp de’ due piani 
paralleli col terzo SBC“,il triang. SBC c an- 
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cora simile al triang. tBp*, cioè a dire le al- 
tre due faccie omòloghe de’ dati tetraedri sono 
rispettivamente simili. Passando ora agli an- 
goli triedri omologhi, la costruzione già espo- 
sta ci ha dato la coincidenza de’ due co’ vertici 
in B e N, e colle costruzioni analoghe si può 
provare la coincidenza degli altri omologhi: ma 
ciò non è necessario , perchè posta la simili- 
tudine delle faccie, due angoli triedri omologhi 
qualunque sono composti da tre angoli retti- 
linei rispettivamente eguali e similmente posti; 
il che importa la loro eguaglianza assoluta*, e 
quindi le faccie rispettivamente simili hanno 
la stessa inclinazione. Lo che ec. 

Corollario l.° I tetraedri simili SÀBC , 
TMNP hanno proporzionali gli spigoli omo- 
loghi AB e 1V1N, BG e NP, CS e PT, ec. che 
rappresentano i lati omologhi delle faccie trian- 
golari simili “, e diconsi ancora lati omologhi 
de’ tetraedri. 

Corollario s.° Secando il tetraedro SABG 
con un piano parallelo ad una delle sue fac- 
cie , per es. col piano tmp parallelo a SAC, 
si forma il tetraedro parziale tmBp simile 
all’intero SABC. Imperciocché per ragione di 
« %p parallela a AG e mt a AS * simili resul- 
tano i triangoli Bmp e BAG , B mt e BAS * ; 
i quali sono similmente posti ed egualmente 
inclinati , come quelli che formano lo stesso 
angolo diedro per la coincidenza de’ piani ; 
duuque ec. 

Scolio. Avendo riguardo alla proposizione 
del Gorol. r°, se ne può stabilire l’ inversa, 
cioè se i due tetraedri SABG, TMNP hanno 

30 
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tutti gli spigoli proporzionali , devono essere 
simili. Ed in vero le proporzioni dell’ipotesi, 
che sono AB : MN :: BC : NP ” CA : PM :: AS 
: MT :: BS : NT :: CS : PT , danno simili 

• 14. VI.* tutte le rispettive faccie * ABC e MNP, ABS 

e MNT , ee. ; ed inoltre resultano assoluta- 
mente eguali gli angoli triedri co’ vertici in 

• ai. n.» A e M, B e N , ec. * che comprendono gli an- 
1. Caso. g 0 jj re ttiij ne i rispettivamente eguali de’ trian- 
goli simili, cioè per la coppia Bang. BAC 
= NMP, BAS =NMT, CAS=PMT, ec.; il 
che importa la similitudine de’ due tetraedri 

• Def. 8 . proposti *. 

IX. 0 Se due poliedri hanno simili le basi , 
ed i vertici degli angoli solidi fuori delle 
basi determinati da tetraedri rispettivamente 
simili sopra una base comune in ogni polie- 
dro , io dico dover essere simili i due polie- 

* idem, dei \ 

* l B- 1 77 - Si consideri per es. il poliedro ABCDEKH 

formato da sei faceie , che sono il pentagono 
ABCDE , i tre triang. EAK , ABK, CDH, e 
i due quadrjlateri BCIIK, DÉKH; si riguardi 
il pentagono come base, ed i vertici K, H de- 
terminati da’ due tetraedri KABC, HABC sulla 
base comune ABC. Si consideri di più un altro 
poliedro sulla base abcde simile a ABCDE , 
di cui i vertici k , h siano determinati da’ due 
tetraedri kabc, habc sopra la base comune abc y 
i quali si suppongano rispettivamente simili a 
KABC, HABC; il che importa di essere ABC, 
abc due de’ triangoli simili, in cui si scom- 

* 17. II.° pongono le basi simili ABCDE, abcde *. Am- 
messa questa ipotesi, si deve provare il polie- 
dro abedekh simile al poliedro ABCDEKII. 
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Voi cnrlo procedere con ordine ci facciamo 
a dimostrare preliminarmente la seguente propo- 
sizione: due rette qualunque , che uniscono due 
vertici omologhi de’ poliedri , sono proporzio- 
nali a * lati omologhi AB, ab delle basi. La pio- 
posizione è chiara pe’ vertici delle basi , cor- 
rispondendo le rette a diagonali omologhe dei 
poligoni simili ABCDE, abede *; e ci facciamo * > 7 . III.° 
a provarla da prima per le rette KH, kh, che 
uniscono i vertici omologhi fuori delle basi. Ed 
in vero i due tetraedri simili co’ vertici in K, k , 
c sulle basi ABC, abe danno eguali i due an- 
goli diedri KABC, kabe delle rispettive faccie 
omologhe, e per ragione degli altri due tetrae- 
dri simili co’ vertici in H, h e sulle medesime 
basi ABC ohe resultano eguali i due angoli 
diedri omologhi 11ABC ,habc; eguali sono adun- 
que le rispettive ditlèrenze cioè a dire gli an- 
goli diedri delle faccie KAB e HAB, kab e hab. 

Di più le faccie anzidette sono simili , come 
omologhe de’ tetraedri simili dell’ ipotesi ; e 
quindi i due tetraedri IIKAB , hkab riescono 
simili*, come quelli che hanno due faccie ri- * YIII.« 
spettivamente simili ed egualmente inclinate fra 
loro; per lo che sussiste la proporzione* KH *viII°Cor.i 
: kh :: AB : ab. 

Venendo poi alle rette, che uniscono due 
vertici omologhi, l’uno fuori e l’altro dentro alle 
basi, si stabilisce come punto di partenza una 
delle coppie di tetraedri simili dell’ipotesi, per 
cs. KABC, kabe, e si considerano le successive 
coppie di due tetraedri cogli stessi vertici K, 
k, di eui le basi sopra i poligoni ABCDE, 
abede siano la serie de’ triangoli simili con un 
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lato Comune, in modo che ogni coppia abbia 
comune colla precedente una faccia laterale e 
l’angolo diedro della stessa colla base, e quindi 
si possa argomentare la similitudine de’ due te- 
traedri di ciascuna coppia. Così le basi della 
i* coppia sono i triangoli simili ABE, abe, i 
vertici K, k, e le faccie KAB , kab resultano 
comuni co’ tetraedri simili dell’ipotesi KABC, 
kabe , che come tali sono faccie simili;, ed es- 
sendo eguali gli angoli diedri KABE, kabe, come 
identici ò KABC, kabe , ne conseguita la si- 
* V1IL 0 militudine de’ due tetraedri KABE, kabe *. La 
2 a coppia ha le basi triangolari simili AED , 
aed, e le faccie KAE, kae comuni con quelli 
della i* coppia e quindi simili; e siccome gli 
angoli diedri KAED , kaed sono eguali per 
l’identità con KAEB, kaeb della i a coppia, così 
questi tetraedri KAED, kaed riescono pure si- 
mili. La 3" coppia è quella de’ tetraedri KEDC, 
kede colle faccie KED , ked comuni alla a a 
coppia e cogli angoli diedri KEDC, kede iden- 
tici a KEDA, keda ; il che somministra la si- 
militudine de’ tetraedri di questa 3 a coppia. La 
4" coppia presenta i due tetraedri KDCB, kdeb 
colle faccie comuni KDC, kdc, ec. che resul- 
tano simili ; e quindi viene la 5* coppia dei 
tetraedri KCBA, keba , che hanno servito di 
punto di partenza, e sono appunto quelli simili 
dell’ipotesi. Il medesimo raziocinio si sarebbe po- 
tuto istituire partendo dagli altri due tetrae- 
dri simili HABC, habe dell’ipotesi, che avreb- 
bero dato la i* coppia HBCD, hbcd , la a a I1CDE, 
/tede , la 3“ HDEA, /idea, la 4" HEAB, heab , 
e quindi la 5* degli stessi tetraedri di partenza 
HABC, habe. 
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Ora posta la similitudine delle successive 
coppie di tetraedri, si argomenta la proporzio- 
nalità de’ rispettivi lati omologhi ’ , che cor- • 
rispondono alle rette comprese fra i veitici omo- 
loghi de’ due poliedri, l’uno fuori e l’altro den- 
tro alle basi, ch’è quanto a dire si ha la serie 
delle proporzioni AB : ab II AK : ak li BK : bk 
:: EK : ek li EH : eh, ec. 

In conseguenza di queste proporzioni venia- 
mo dicendo i° la similitudine di tutti i trian- 
goli, che uniscono tre vertici omologhi , co- 
me per es. AKB c akb , AKE e ake, EKH 
e ekh , ec. il che importa l'eguaglianza de- 
gli angoli rettilinei di due rette qualunque 
comprese fra i vertici omologhi , per es. l’an- 
golo ABK = abk, AKB = akb , KAB = &aé,ec. 
2.” Presi quattro vertici di uno de * poliedri 
ABCDEKH non posti nello stesso piano e 
quattro vertici omologhi dell'altro , si defini- 
scono sempre due tetraedri simili , come quelli 
che hanno proporzionali tutti gli spigoli *. E 
queste due proprietà servono di fondamento alla 
dimostrazione della similitudine de* due polie- 
dri proposti, riducendosi tutto a provare che 
il 2“ poliedro, ~di cui si conosce soltanto la 
base abede ed i vertici k, h dietro la deter- 
minazione dell’ ipotesi, dev’essere formato da 
faccie rispettivamente simili a quelle del i° 
con angoli solidi omologhi di assoluta egua- 
glianza. 

Principiando dalle faccie triangolari AKB, 
AKE, D 1 IC del i° poliedro, non vi ha dub- 
bio che simili debbano corrispondere nel a" i 
triang. akb, ake , dhc , e ciascuno di essi vi 
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forma una faccia, isolata non altrimenti clic 
nel i°: perchè l’inclinazione di akb e ake egua- 
glia quella di AKlì e AKE , essendo angoli 
diedri omologhi de’ tetraedri simili KBAE , 
kbne ; lo stesso avviene di akb rispetto all’al- 
tro triangolo contiguo bkh, che devono fare lo 
stesso angolo diedro di AKB e BKI 1 per ra- 
gione de’ due tetraedri simili HKAB, hkab ; 
ed in generale l’inclinazione di qualsisia trian- 
golo del 2 0 poliedro co* piani contigui trian- 
golari dev’essere la stessa che quella del trian- 
golo simile del 1“ co’ triangoli contigui ed omo- 
loghi, formando sempre quattro vertici rispet- 
tivamente omologhi due tetraedri simili , che 
hanno i piani omologhi egualmente inclinati; 
dunque ciascuno de’ triang. akb , ake , ilhc, 
come quello ch’è inclinalo sopra i piani di tutti 
i triangoli contigui, deve al certo formare una 
faccia isolata del a° poliedro. 

Consideriamo adesso la faccia quadrilatera 
EKHD composta da’ due triang. EKH, EDH 
rispettivamente simili a’ triang. ekh, edh del 
2 0 poliedro; ed io dico dovere questi ultimi 
formare un solo piano cioè la faccia quadrila- 
tera ekhd simile a quella EKHD del i°. Giac- 
che il quadrilatero del 1“ poliedro dà l’angolo 
KHD = KHE + DHE, e sostituendovi i rispet- 
tivi angoli eguali del 2°, si ottiene l’angolo 
khd = khe -f- dhe, la quale equazione suppone 
i tre angoli nello stesso piano, dovendo in caso 
ai. I.® diverso essere khd < khe dhe*; e siccome le 
due faccie resultano da due triangoli simili e 
similmente posti, così si argomenta la loro si- 
17. I.® militudine *. La stessa prova vale per istabi- 
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lire l’altra faccia quadrilatera bkhc simile a 
BKHC , ed è in generale applicabile a qual- 
sisia faccia poligona; per lo che il 3° poliedro 
abedekh ha lo stesso numero di faccie rispet- 
tivamente simili a quelle del i" ABCDEKH. 

Resta infine a provare l’eguaglianza assoluta 
degli angoli solidi a’ vertici omologhi, la quale 
è chiara per gli angoli triedri*, che sono for- 
mati da tre {ingoli rettilinei rispettivamente 
eguali e disposti nel medésimo ordine: tali sono 
gli angoli triedri co’ vertici alle basi A e a, 
B eh, cc. essendo per la i’ coppia l’angolo 
rettilineo BAE = bae , BAK = bak , EAK = 
eak , ec.; tali sono gli angoli triedri a’ vertici 
II e A per ragione dell’angolo DHC = dhc , 
DIIK=dAA‘, CHK=c/iA:. Discorrendo poi degli 
angoli poliedri , si possono gli stessi dividere 
in due o più angoli triedri rispettivamente 
eguali, che danno colla loro coincidenza quella 
degli interi angoli poliedri: così gli angoli tetrae- 
dri a’ vertici K'e k la mercé de’ piani KAH, kah 
si scompongono negli angoli triedri KABH = 
kabh , KAEH = kaeh ; e facendo coincidere i 
piani intermedi KAH, kah , vengono a coin- 
cidere gli angoli triedri eguali e quindi gli 
atìgoli tetraedri. Che se vi fossero due angoli 
pentaedri, avrebbe luogo con due piani inter- 
medi la scomposizione in tre angoli triedri ri- 
spettivamente eguali ec. 

Essendo adunque il 2 ° poliedro abedekh 
formato da faccie rispettivamente simili alle 
faccie del i° ABCDEKH, e gli angoli solidi 
omologhi essendo eguali in tutti e due, siamo 
abilitati a conchiudere la loro similitudine; il 
che ec. 


* ar. II.* , 
i. Caso 
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Corollario . I poliedri simili hdnno propor- 
zionali gli spigoli o sia i lati omologhi , e le 
diagonali condotte fra i vertici omologhi , 
come resulta dalla prova preliminare del teo- 
rema; ed essendo il rapporto de’ lati omolo- 
ghi' eguale a quello delle dimensioni omolo- 
ghe delle faccie simili , si stabilisce in gene- 
rale avere i poliedri simili tulle le dimensioni 
omologhe proporzionali. 

Scolio. Per determinare la similitudine di 
due piramidi poligone basta supporre simili 
Flg. 17S. le basi ABCDE, MNPQI , ed i vertici S , T 
definiti da due tetraedri simili sopra due trian- 
goli simili delle stesse per es. ABE , MNI. 
Onde se si taglia una piramide qualunque 
S ABCDE col piano abcde parallelo alla base , 
sì forma la piramide parziale Sabcde simile 
* Vir.° alla data; perchè simili resultano le due basi* 
VlII°Cor.a ABCDE, abcde , ed i tetraedi SABE, S abe 

Ed all’inverso poste due piramidi simili qua- 
lunque , per es. SABCOE , TMNPQI, se si 
fanno coincidere gli angoli poliedri uguali 
S e T, devono le due basi corrispondere pa- 
rallele : perchè essendo la piramide più pic- 
cola TMN ec. rappresentala da Sabcde , le 
,due faccie simili TMN o sia S ab e SAB danno 
14. IV.° paralleli i lati ab, AB “ , ed anche lo sono i 
lati bc , BC per ragione delle faccie simili S bc, 
SBC; il che basta per dire il piano abcde pa- 
19. XIV.» rallelo a ABCDE \ 

E qui si noti doversi fra le dimensioni omo- 
loghe delle due piramidi simili comprendere 
le loro altezze SO, TX, che resultano pro- 
porzionali agli spigoli omologhi: giacché nella 


Digitized by Googl 



aSS 

sopra indicata coincidenza è giocoforza che. la 
perpendicolare TX si confonda colla parte So 
dell’altra perpendicolare SO, essendo comuni 
le perpendicolari fra i piani paralleli *; quindi 
ne conseguita la proporzione SO : So "SA : Sa*, 
ch’è quanto a dire SO : TX "SA : TM. 

X.'“ Due poliedri simili si possono scom- 
porre nel medesimo numero di coppie di te- 
traedri simili e similmente disposti. 

Siano i due poliedri ABCDEKH , abcdekh 
simili, e scegliendo i vertici omologhi per es. 
H, A, si faccia la scomposizione in tetraedri coi 
vertici comuni H, h. A questo oggetto si sup- 
pongano divise lutte le faccie ne’ triangoli ri- 
spettivamente simili e similmente posti * ABC 
e abe, ACD e aed , ADE e ade , ec.; fra que- 
sti triangoli quelli fuori delle faccie degli an- 
goli solidi II, h servono di basi a’ tetraedri, 
mentre gli altri compresi nelle faccie anzidelte 
formano faccie laterali degli stessi. In simile 
guisa si ottengono i cinque tetraedri HABC, 
1IACD, BADE, IIABK, 1IAEK componenti il 
i° poliedro, ed altrettanti /tabe, hacd , hade, 
habk, haek componenti il a 0 , che resultano 
simili rispettivamente “ , perchè hanno tutti 
gli spigoli omologhi proporzionali, come quelli 
che corrispondono a dimensioni omologhe dei 
poliedri simili. E siccome il metodo della scom- 
posizione è generale, cioè può applicarsi a qua- 
lunque poliedro, così si dice in generale che i 
poliedri simili ec. 

Scolio. Tutti i tetraedri, che hanno le basi 
sulla stessa faccia , danno origine ad una pi- 
come sono nel nostro caso i tre 
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tetraedri colle basi sopra la faccia ABCDE, che 
compongono la piramide pentagona HABCDE; 
e lo stesso avviene de’ tre tetraedri rispettiva- 
mente simili nel 2" poliedro, che compongono la 
*IX.° piramide pentagona habcde simile a HABCDE*. 
Onde si può dire, che i poliedri simili possono 
- scomporsi nello stesso numero di coppie di 
piramidi simili e similmente poste col vertice 
comune e colle basi sopra le intere faccio 
non concorrenti alla formazione dell* angolo 
solido a quel vertice, che nella particolare 
figura corrispondono alla coppia delle piramidi 
pentagone IIABCDE e habcde , ed alle coppie 
de’ tetraedri HABK e habk , IIAEK e haek. 

§ a3. de’ solidi rotondi. 

Definizioni. 

Fig. 179. 1.* Se ’l triangolo rettangolo ABC gira in- 

torno ad uno de’ cateti AB considerato come 
fisso, l’altro cateto BC deve descrivere un piano 
*i9.ni°Cor. perpendicolare a AB*, cli'è propriamente il 
circolo di centro B e raggio BC, e l’ipotcnusa 
AC ama superficie curva resultante dalle cir- 
conferenze descritte da’ suoi successivi punti , 
di cui i raggi sono le perpendicolari condotte 
da questi punti sopra ’l lato immobile AB. 
Il solido così formato si chiama cono retto , 
il piano circolare descritto da BC dicesi base, 
la retta AB asse, il suo punto estremo A ver - 
lice, e l’asse come perpendicolare al piano della 
base denota V altezza del cono ietto cioè la 
distanza del vertice dalla base. La parola Cono, 
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salvo la desinenza , è la "reca K®vo<J , di cui 
si servirono i greci geometri per nominare que- 
sta figura. 

a." Se ’l rettangolo ÀBED gira intorno ad Fìg. 180. 
uno de’ suoi lati BE considerato come immo- 
llile, i due lati BA, ED, che gli sono contigui, de- 
scrivono due piani circolari eguali e paralleli *, * 19. X.* 
perchè ambiti ue sono perpendicolari alla stessa 
retta BE *, mentre ’l lato opposto AD descrive *»9.11I°Cor. 
una superficie curva formata dall’aggregato delle 
circonferenze eguali descritte da’ successivi pun- 
ti, di cui i raggi sono le perpendicolari eguali 
guidate da questi punti sopra BE. Il solido , 
che ne proviene , prende ’1 nome di cilindro 
retto , che ha due basi circolari eguali e pa- 
rallele; il lato immobile BE si dice asse, ed 
esprime l'altezza del cilindro retto cioè la di- 
stanza delle basi parallele. La parola Cilin- 
dro tolta la desinenza italiana corrisponde alla 
greca KuXtyJpou, cli’è il nome di tale solido 
presso i greci , e si deriva da KùXt«, volgo , 
perchè suole farsi uso del cilindro per Spia- 
nare le strade, rivolgendolo sopra le stesse. 

3 .* Se ’l semicircolo ACB gira intorno al Fig. 181. 
diametro AB immobile , ciascun punto darà 
origine ad un circolo,* che avrà per raggio 
la perpendicolare condotta dal punto sopra il 
diametro, come per es. ME pel punto M, 

CO per C, PT per P, ec.; e l’aggregato di 
queste circonferenze formerà una superficie cur- 
va , di cui ogni punto sarà equidistante dal 
centro 0 del semicerchio generatore. Questo so- 
lido fu chiamato da’ greci a^xtpx, sfera , e dai 
latini globus , globo ; la retta condotta dal cen- 
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tre a qualsisia punto della superficie sferica si 
dice raggio ; la retta, che passa pel centro e 
termina dall’una e l’altra parte alla superficie, 
diametro ; e s’intende che la proprietà carat- 
teristica della sfera quella si è di avere eguali 
tutti i raggi, ed ancora tutti i diametri come 
doppi de’ raggi. 

4 * Il cono retto, il cilindro retto, e la sfera 
sono i tre solidi rotondi , di cui si tiene conto 
negli elementi di geometria, ma si possono an- 
cora considerare ’l cono obliquo e ’l cilindro 
obliquo generati come qui appresso. In i" luogo 
Fig. i8a. esista ’l circolo CLD e ’l punto A fuori del 
suo piano e della perpendicolare al centro B 
dello stesso, ed una retta per cs. AC si rivolga 
in modo che la sua estremità C percorra i suc- 
cessivi punti della circonferenza, mentre è sog- 
getta a passar sempre pel punto fissato A, ora 
accorciandosi ed ora allungandosi. Questa retta 
deve descrivere una superficie curva , e così 
prende origine il cono obliquo , di cui ’l piano 
circolare CLD è la base, il punto A il vertice , 
e la retta AB condotta dal vertice al centro 
della base ne forma l’fli^e, indicandosi l 'altezza 
del cono obliquo dalla perpend. AP abbassata 
dal vertice A sopra .’l piano della base. Che 
Fig. >79- se ’l punto A à posto sulla perpendicolare al 
centro B della base, la retta generatrice AC 
* « 9 - V.* conserva sempre la stessa lunghezza * , e così 
ne proviene il cono retto. In 2 ° luogo esista 
Fig. j 83. il circolo ALC ed un piano parallelo a questo 
circolo , e dal centro B si guidi al piano pa- 
rallelo un’obliqua qualunque BE; da un punto 
A della circonferenza si tiri allo stesso piano 
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la retta AD parallela a BE, cui resulterà e- 
guale*, e si faccia muovere AD pe’ punti suc- 
cessivi della circonferenza, mantenendola sem- 
pre parallela a BE , o come dicesi si faccia 
muovere AD parallelamente a se stessa. L’e- 
stremità D di AD deve sempre comprendersi 
nel piano parallelo*, descrivendovi il circolo* 
di centro E e raggio ED eguale al circolo ALC; 
perchè ’1 piano, condotto per BE e per qua- 
lunque posizione di AD determina sempre un 
parallelogrammo *, di cui il lato AB è costan- 
temente il raggio del circolo ALC, e quindi 
il punto D è sempre equidistante da E. Avendo 
ora riguardo alla superficie curva descritta da 
AD, si viene a formare ’l cilindro obliquo colle 
basi circolari ALC, DHF eguali e parallele ; 
la retta BE, che unisce i centri delle due basi, 
è ’l suo asse ; e la perpend. FP condotta da 
un punto qualunque F della base superiore 
sopra l’inferiore, che misura la distanza dei 
due piani paralleli, ne costituisce V altezza. Se 
poi ci piacesse di guidare la perpend. BE al 
piano parallelo, allora la retta AD, conservando 
sempre il suo parallelismo con BE , verrebbe 
a generare il cilindro retto. 

Teoremi. 

I.° Se ’l cilindro retto è secato da un piano 
condotto per l’asse , la comune sezione è un 
rettangolo ; e se 7 piano secante è parallelo 
alla base , la comune sezione è un circolo 
eguale a quello della base. 

In i° luogo si guidi per l’asse BE del ci- 
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lindro un piano, die seca i piani circolavi pa- 
ralleli delle. basi secondo i diametri AG, DF 

* 19. XI*. paralleli ", e la superficie curva secondo le rette 

AD, CF parallele all’asse BE e quindi paral- 

* 6 III.» lele fra loro ", il che si fa chiaro dalla descri- 

* Dcf. a. zione medesima del cilindro M . In questa guisa 
* ia. II.» il quadrilatero ACFD è un parallelogrammo"; 

ed essendo perpendicolari al piano della base 
19. VII» le due rette AD, CF come parallele a BE ", 
ig.II.oScol. gli ang. DAC, FCA resultano retti", eh’ è 
quanto a dire il parallelog. ACFD è un ret- 
ia. YI.» tangolo ", ch’ò ’l doppio del rettangolo ABED 
generatore del cilindro. 

In a" luogo si guidi un piano qualunque 
MN parallelo alla base, che resulta perpendi- 
19. XII.» colare all’asse BE ", e produce nella superficie 
cilindrica una linea curva come comune sezio- 
ne; conducendo un piano per BO e per un 
punto qualunque I di questa curva, si forma il 
rettangolo BOIL , che dà OI = BL. In simile 
guisa tutti i punti della comune sezione MIN 
hanno la stessa distanza dal punto O espressa 
dal raggio della base, c quindi essa comune 
sezione è un circolo di centro O eguale al cir- 
colo della base. Lo che ec. 

Scolio. Questo teorema sussiste pel cilindro 
Iig. i83. obliquo, dicendo parallelogrammo in vece di 
rettangolo sì nell’enunciazione che nella dimo- 
strazione della 2* parte , cioè a dire se ’l ci- 
lindro obliquo è secato da un piano per l’asse , 
la comune seziotie è un parallelogrammo , ec. 

II.* Ae ’l cono retto è secato da un piano , 
che passa per l’asse , la comune sezione è un 
triangolo isoscele , di cui ’l piano è perpen- 
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dicolare a quello della base ; e se 7 piano 
secante è parallelo alla base , la comune se- 
zione è un circolo , di cui 7 raggio decre- 
sce, come 7 piano secante si avvicina al ver- 
tice. 

In i° luogo si guidi ufi piano per l’asse AB, 
che seca la base secondo il diametro CD , e 
la superficie curva secondo le rette AC , AD, 
ciò che resulta dalla descrizione del cono *. 
Queste rette sono eguali * come equidistanti 
dal piede B della perpendicolare, o sia ’l trian- 

f olo CAD è isoscele, di cui ’l piano, passan- 
o per AB, dev’essere perpendicolare alla base * 
e questo triangolo isoscele CAD corrisponde al 
doppio del triangolo rettangolo generatore ABC. 

In a* luogo si guidi ’l piano MN parallelo 
alla base, che incontra perpendicolarmente l’asse 
AB *, determinando nella superficie conica la 
comune sezione linea curva, die dovrà esser^ 
Tina circonferenza. Imperciocché conducendo per 
AB e per due punti qualunque M , I della 
curva anzidetto i due piani AMCB, AILB, si 
ottengono parallele le comuni sezioni OM e BC, 
01 e BL de’ piani paralleli CLD, MIN*; per 
lo che i triangoli simili ABC, AOM * da una 
parte danno la proporzione* AB : AO BC : OM, 
mentre i triangoli ABL, AOI pure simili dannp 
dall’altra parte AB : AO BL : 01, e da queste 
due proporzioni ne deriva la terza BC:OM:: 
BL : 01 cogli antecedenti BC, BL eguali co- 
me raggi del circolo della base; sono adunque 
eguali i due conseguenti OM, 01, cioè a dire 
i due punti M , I sono equidistanti da O. E 
siccome si può provare lo stesso per tutti gli 
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altri punti della comune sezione MIN, così ne 
conseguila essere la stessa una circonferenza di 
centro O e raggio OM ; il quale raggio si fa 
più -piccolo rispetto all’altro della base, come 
il piano secante si avvicina al vertice, essendo 
in forza della proporzione di sopra AB : AO :: 
BC : OM i due raggi nello stesso rapporto delle 
distanze della base e del piano secante dal ver- 
tice. A. Lo che ec. 

Corollario. Il rapporto della sezione circo- 
lare MIN alla base CLD, ch’è quello de’ qua- 

* 18. XII.® diati de’ raggi OM, BC * , si riduce adunque 

all’altro de’ quadrati delle distanze AO, AB 
dal vertice S , non altrimenti di ciò die lia 

* aa. VII.® luogo nelle piramidi*. 

Fig. 182. Scolio. Questo teorema sussiste pel cono obli- 
quo colle due seguenti modificazioni : i* la 
sezione del piano per l’asse AB è un trian- 
golo qualunque ACD ; a* non vi è ragione 
per dire ’l piano di questo triangolo perpen- 
dicolare aTla base , mancando la condizione 
di AB perpendicolare alla base. Che anzi fra 
tutti i piani possibili condotti per l’asse uuo 
solo ce ne ha che può resultare perpendico- 
lare alla 'base , ch’è appunto quello determi- 
nato per AB e per la perpend. AP abbas- 

* 20. VI.» sqta dal vertice sopra la base*, dovendo essere 

gli altri piani necessariamente obliqui. La parte 
poi del teorema rispetto alla sezione circolare 
sussiste intera, e sebbene le porzioni AB, AO 
dell’asse non esprimano più le distanze de’ piani 
dal vertice A , pure ’l rapporto di AB : AO 
eguaglia l’altro della perpendicolare comune 
ÀP : AQ suo segmento ; onde si può dire es- 
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sere * raggi de’ circoli MIN, CLD proporzio- 
nali alle distanze de’ loro pialli dal vertice A.. 

Ma nel cono obliquo si può assegnare lar 
posizione di un altro piano secatile, che dà un 
circolo, che si determina nel seguente modo : 
supposto il piano per l’asse AB e la perpen- 
dicolare AP del vertice sulla base, 'cioè ’l pia- 
no del triang. ACD perpendicolare alla base, 
•vi si guidi perpendicolarmente un piano secante 
ETIG, in modo che la comiine sezione EG non 
sia parallela a DG, ma Tonni ’l triang. AEG 
simile a ACD, il che importa di dovere gli 
angoli eguali corrispondere al contrario o sia 
AGE = ADC, AEG = ACD; 'ora io dico, che 
questo piano, cui si dà il dome di antiparal- 
lelo alla base, definisce nel cono là comune 
sezione EI1G circolare. Ed in vero si consideri 
un punto qualunque 11 della stessa, da cui si 
tiri HK perpendicolare alla comune sezione 
EG, la quale I1K resulta perpendicolare, al 
piano ACD*;, in questo piano ACD si conduca 
pel punto K la retta N.u parallela a DC , e 
per HK, NM si faccia passare un piano, ch’è 
perpendicolare al piano triangolare ACD * e 
quindi parallelo a quello della base CLD*. In 
simile guisa viene a determinarsi nel cono la 
comune sezione circolare NI1M del diametro 
NM, cui è applicata perpendicolarmente la retta 
1IK * , e si stabilisce 11K media proporzionale 
fra 1 segmenti del diametro NK , MK * o sia 

I1K = NK X MK. Intanto i due triang- NKE, 
GKM sono simili, essendo l’ang. NKE=GKM* 
c NEK = ACD = GMK *, c come tali danno 
la proporzione NK ; EK GK : MK * cioè a 
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dire NK X MK = EK X GK. Per lo che l’egua- 
glianza di sopra IIK=NK X MK si converte 
in HK==EK X GK, o sia HK tirata perpen- 
dicolarmente a EG è media proporzionale fra 
i suoi due segmenti EK , GK , e 1 punto H 
deve appartenere alla circonferenza di diametro 

• i5. 1.° EG Questa dimostrazione vale per tutti i 

punti della curva EHG ec., e così si conchiude 
in generale che nel cono obliquo la sezione 
antiparallela alla base è un circolo , di cui 
il diametro è la comune sezione del piano 
secante e del triangolare condotto per l’asse , 
i quali due piani devono essere perpendico- 
lari fra loro e 7 piano triangolare perpendico- 
lare alla base. Queste .condizioni sono tutte e 
due necessarie, allineile la sezione autiparallela 
desse ’l circolo : perchè mancando soltanto la 
i" de’ due piani Ellp, ACD perpendicolari, la 
HK condotta perpendicolarmente a EG non è 
più perpendicolare al piano ACD, e manca la 
ragione per dire il piano UHM perpendicolare 
a ACD e quindi parallèlo alla base; e man- 
cando la 2 “ condizione deb piano triangolare 
ACD perperdicolare alla base, ancorché lo sia 
il piano NHM in. foiza della i*, nè tampoco 
può argomentarsi il parallelismo di NHM e 
CLD', essendo questo parallelismo collegato colle 
circostanze de’' piani NHM, CLD perpendi- 
colari al terzo ACD, e delle comuni sezioni 

* ao. X.° DC, NM parallele*. 

111. 0 La comune sezione della sfera e di 
qualunque piano secante è sempre un circolo. 

Fìg. i8i. Sé ’i piano secante C11D passa pel centro O 
della sfera, tutti i punti della comune sezione 
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C, H, D, ec. come punti della superfìcie sie- 
rica sono equidistanti dal centro O ", e quindi * Dcf. 3. 
questa serie di punti posti nello stesso piano 
formano la circouferenza di un circolo, die ha 
lo stesso centro e raggio della sfera. 

Si consideri ora un piano qualunque MIN, 
che non passa pel centro, e sopra esso si tiri dal 
centro O la perpend. OE , e le oblique 0M, 

01 , ON , ec. a’, vari punti della comune se- , 
zione M, 1, N, ee., che come raggi della sfera 
resultano tutte eguali; per lo che devono es- 
sere equidistanti dal piede E della 'perpendi- 
colare *, o sia le rette EM, EI, EN, ec. .sono *i 9 .Y.°Scol. 
eguali , ch’è quanto a dire tutti i punti della 
comune sezione MIN si appartengono ad un 
circolo di centro E c raggio EM. Lo che ec. 

Corollario i I circoli .prodotti dalle co- 
muni sezioni de’ piani, che passano pel centro 
della sfera , sono- tutti eguali fra - loro, perchè 
hanno lo stesso raggio, eh 'è quello della sfera, 
e cluamansi circoli massimi ; mentre gli altri, 
de’ piani non condotti pel centro diminuiscono, 
come cresce la loro distanza dal centro, e si 
dicono circoli minori o piccoli , resultando 
eguali sólamente i circoli piccoli equidistanti 
dal centro*. » * n- VI.* 

Corollario s.° Due circoli massimi si ta- Sco * a ' 
gitano sempre in parti eguali ; perchè avendo 
comune ’l centro , la loro comune sezione de- 
v’essere un diametro, che divide ogni circolo 
in due parti eguali *. * >• I -° 

Corollario 3.° Ogni circolo massimo divide 
la sfera sì rispetto al volume che alla super- 
ficie in due porzioni eguali , cui si dà ’l nome 
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«li emisferi ; giacche rivolgendo gli emisferi 
dalla medesima parie e facendo combaciare i 
due circoli massimi di base, è giocoforza che 
coincidano le due superficie, altrimenti vi sa- 
rebbero de’ punti più o meno distanti dal cen- 
• tro'; così i due emisferi si riducono ad un solo, 
9 sono èguali. 

• Corollario 4- a ^er due punti qualunque 
presi nella superficie della sfera può sempre 
passare un circolo massimo , eh’ è determ i- 
nato dal piano condotto per questi due punti e 
pel centro della sfera; se poi i due punti 
sono posti all’ estremità del medesimo dia- 
metri >, vi , possono passare un numero infinito 
di circoli massimi determinati dagl’infinili pia- 
* 19. I.» ni, che- possono condursi per quel diametro*. 

Corollario 5.* L’arco di circolo massimo 
compreso fra due punti esprime la loro più 
corta distanza nella superficie sferica , inten- 
dendo parlare dell’arco più piccolo fra i due 
dello stesso circolo , che può condursi per 
quei due punti. Im perciocché la più corta di- 
stanza assoluta fra due punti è la linea retta, 
e nella superficie sferica fra tutti gli archi cir- 
colari compresi in quei due punti l’arco di cir- 
colo massimo si avvicina più alla linea retta 
che qualunque altro arco di circolo piccolo. 
La ragione di ciò si è che al circolo massimo 
corrisponde ’l raggio più- lungo, di modo che 
se s’immagina la coincidenza de’ piani di tutti 
gli archi compresi fra i due punti anzidclti, 
qualunque arco, di circolo minore inviluppa 
l’arco di circolo massimo, e l’arco inviluppante 

* 18. Lem. c sempre maggiore dell’inviluppato *. 

•V. X* Scol. 
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Scolio. Essendo l’arco di circolo massimo 
la più corta distanza fra due punti posti sulla 
superfìcie sferica , si possono nella . stessa la 
mercè de’ circoli massimi costruire le figure, 
non altrimenti che nel piano la mercè delle 
linee rette. In simile guisa tre punti della su- 
perficie sferica legati con tre archi di circoli 
massimi costituiscono il triangolo sferico , cui 
corrisponde la superficie compresa fra i tre 
archi, che chiamausi lati ; e gli angoli del 
triangolo sferico sono quelli diedri formati dai 
tre piani successivi de’ circoli massimi* che 
vanno ad incontrarci nel centro della sfera. 

Come pure si può immaginare il poligono sfe- 
rico compreso fra una serie di archi di circoli 
massimi cioè di lati, di cui i piani danno ori- 
gine a’ successivi angoli diedri del poligono. 

La considerazione de’ triangoli sferici e la loró 
risoluzione per mezzo del calcolo formano l’og- 
getto della trigonometria sferica. 

IV.* Se nella sfera si conduce un diametro Fig. 184. 
come per es. NS perpendicolare al piano dei 
circolo massimo ALB , ciascuna delle due 
estremità N, S dev’essere equidistante da tutti 
i punti della circonferenza del circolo mas- 
simo ALB e di qualunque altro circolo mi- 
nore HP 1 parallelo al circolo massimo AJjB, 
esprimendosi la 1 * distanza costante da un 
quadrante di circolo massimo e la a' da un 
arco minore o maggiore del quadrante. E si 
adotta a questo riguardo la seguente nomen- 
clatura : il diametro NS perpendicolare al piano 
del circolo massimo si chiama asse dello stesso 
e de’ suoi paralleli, e le due estremità di que- 
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sto diametro si diaono poli relativamente al 
medesimo sistema di circoli. 

Dovendo ‘dimostrare ’i teorema , s’immagini 
un numero qualunque di "piani condotti per 
l’asse NS-, che determinano da una parte i cir- 
coli massimi -NH A S, NPLS, NRQS, ec., sopra 
cui si devono computare le distanze de’ poli 
•HI® Cor.5. N, S da’ circoli ALB, HPI *, mentre dall’altra 
producono le comuni sezioni CA e OH, CL 
e OP, CQ e OR, ec. Ora l’asse NS perpen- 
dicolare al piano ALB dev’essere perpendico- 
lare alle rette CA , CL , CQ, ec. nel medesi- 
•i 9 .n°ScoI. mo esistenti*, e gli angoli retti NCA, NCL, 
N.CQ, ec. comprendono fra i loro lati i rispet- 
* a. 1® Cor. tivi quadranti NA,-NL, NQ, ec. “ ; la stessa 
ragione vale per gli angoli retti SCA , SCL , 
ec. Inoltre l’asse IMS resulta perpendicolare al 
•19. XIT*. circolo minore IIBI parallelo a ALB*, e vi 
•III.® determina *in O il suo cèntro *; onde le rette, 
che si possono guidare dal polo N a’ punti 
H, P, R, ec. esprimono oblique equidistanti 
dal piede O della pèrpendicolàre NS, che de- 

• 19. V.° vono essere eguali * , e la stessa ragione ha 

luogo per Peguaglianza delle oblique tirate da 
S. Ora queste oblique corrispondono a corde 
de’ rispettivi circoli massimi, e quindi sono 
*». V.° eguali gli. archi sottesi da queste corde*, cioè 
NH, NP, NR, ec., come pure SH, SP, SR, 
ec. Lo 'cbe ec. 

Corollario 1 .° Tutti i piani de’ circoli mas- 
simi , che possono in numero infinito condur- 
si per l’asse NS, cioè NAS, NLS, NQS, ec. 
sono perpendicolari al piano del circolo mas- 

* ao. VI.® situo ALB, cui appartiene l’asse N T S *, perchè 
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tutti passano per la reità NS perpendicolare 
al piano ALB; o in -altra guisa congiungendo 
qualunque punto del circolo massimo col suo 
polo per mezzo di un arco di , circolo mas- 
simo , i piani di questi due circoli massimi 
sono perpendicolari fra loro. ■ 

Corollario 2. 0 Volendo ritrovare ’l polo di 
un dato circolo massimo ALB, si conduca da, 
un punto qualunque L dello -stesso un arco 
di circolo massimo perpendicolare , di cui la 
lunghezza. LN sia uh quadrante , l'estremità 
N di questo quadrante deve torrispondere al 
polo cercato: perchè retto è l’angolo NCL, 
misurato dal quadrante NL; ed- essendo i due 
piani NLC, ALB perpendicolari, la retta NC 
compresa nel i°- piano, ch’è perpendicolare alla 
comune sezione CL de’ due piani, resulta per- 
pendicolare al a 0 *, cioè a dire la sua estre- *20. VII . 0 
mità N è polo del dato circolo massimo ALB. 

In altra guisa da due punti qualunque L, Q 
del dato circolo massimo si conducano i due 
circoli massimi LN, QN perpendicolari a ALB, 
di cui l’intersezione N sopra la superfìcie 
sferica determina il polo di ALB; giacché si 
hanno i due piani NCL, NCQ perpendicolari 
al terzo ALB, e quindi la comune sezione NG 
de’ due primi è perpendicolare al terzo piano 
ALB*, o sia N è ’l polo richiesto. * ao. IX.® 

Corollario 3.° Se ’l punto *N preso nella 
superficie sferica ha la distanza di un qua- 
drante da due punti qualunque L , Q della 
circonferenza del circolo massimo ALB , il 
punto N dev’essere , ’l suo polo; perchè ‘l’ipo- 
tesi de’ due quadranti NL, NQ- all’altra: si ri- 
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duce degli angoli retti NCL,-NCQ, e cosi la 
retta NC perpendicolare alle due rette CL, CQ 
II. 0 dev’essere perpendicolare al loro piano ALB’, 
il che importa di essere N polo del circolo 
massimo ALB. 

Scolio. La proprietà de’ poli di essere equi- 
distanti da’ punti della circonferenza , cui ap- 
partengono, permette la descrizione de’ circoli 
sopra la superficie sferica colla stessa facilità , 
con cui si descrivono nel piano. Di fatto fa- 
cendo rivolgere un arco di circolo massimo 
intorno ad una delle sue estremità immobi- 
le, l’altra estremità descrive nella superficie 
della sfera un circolo, rispetto a citi l’estremità 
immobile è polo, e questo circolo è massimo 
nel caso dell’arco d’intervallo eguale ad un qua- 
drante. Per prendere gl’intervalli e descrivere 
con comodità ed esattezza i circoli si fa uso 
dal compasso sferico , il quale differisce , dal 
compasso ordinario nelle dire gambe, che sono 
ricurve onde adattarsi alla convessità della sfera. 

In forza di questo principio si possono ri- 
solvere i seguenti quesiti. i“ Far passare un 
arco di circolo massimo pe' due dati punti 
L, Q. Stabiliti i punti L, Q come poli, si de- 
scrivano coH’intérvallo di un quadrante due ar- 
chi , che si secano in N , e preso come polo 
N si descriva ColLo stesso intervallo un circolo, 
che passerà certamente pe* dati punti L, Q: 
questo metodo vale ancora per continuare un arco 
già esistente. a° Tirare per un dato punto 
un arco di circolo massimo perpendicolare 
al dato arco o circolo ALB. Se ’i dato punto 
è L sopra ’l circolo dato, preso sopra lo stesso 
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dal punto L il quadrante LK, col polo K cd 
intervallo KL si descriva l’arco LPi\; in que- 
sta guisa il dato circolo, passando per K, è 
perpendicolare all’arco LPN, rispetto al quale 
K è polo Se poi ’l dato punto e P fuori del 
dato circolo ALB , si descriva da prima col- 
l’intervallo del quadrante fisso in P un arco 
per determinarne l’intersezione in K col dato 
circolo, indi col polo K e collo stesso inter- 
vallo un altro arco LP, che deve passare per 
P; questo arco LP sarà perpendicolare al cir- 
colo ALB per la stessa ragione di sopra. 

V.» Il piano /No perpendicolare all’ estre- 
mità N del raggio CN della sfera ha ’l solo 
punto N comune colla superficie sferica , e 
dicesi piano tangente della sfera , dandosi a 
N il nome di punto di contatto; ed all’in- 
verso se ’l piano INq è tangente alla sfera , 
il raggio CN condotto al punto di contatto 
N dev’essere perpendicolare a questo piano 
tangente. 

Questo teorema è analogo all’altro stabilito 
per le linee rette tangenti de’ circoli*, e si 
dimostra collo stesso metodo. Ed invero il rag- 
gio CN perpendicolare al piano /N<y è la più 
corta retta, che si possa condurre dal centro 
C della sfera sopra ’l piano * ; dunque tutti i 
punti del piano ad eccezione di N hanno dal 
centro una distanza maggiore del raggio, ch’è 
qu'anto a dire sonò posti al. di là della super- 
ficie sferica. Ed all’inverso se per ipotesi sono 
tutti i punti del piano, eccettualo N, al di là 
della superficie sferica , il raggio CN esprime 
la retta più corta , che si può condurre dal 
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centro sopra ’l piano, ed è come tale perpen- 
dicolare al piano*. 

Scolio. La ragione della nomenclatura adot- 
tata pe’ piani e per le sfere, che hanno co- 
mune un solo punto, è quella stessa già sta- 
1 bilita nel caso simile delle rette e de’ circoli*, 
cioè a dire fra ’l piano tangente e la superfìcie 
sferica non si può pel punto di contatto N 
menare altro piano intermedio; altrimenti il 
piano intermedio sarebbe pure perpendicolare 
al raggio NC, e nascerebbe l’assurdo di dué 
piani perpendicolari a NC nello stesso punto N*. 

VI." L’angolo diedro fatto da’ piani di due 
archi qualunque di circoli massimi pome per 
es. PN , RN , cui si dà il nome di angolo 
sferico, ha per misura l’angolo rettilineo INq 
delle tangenti NZ, N q di questi archi con- 
dotte al loro punto d’ incontro N; ed ha pure 
per misura l’arco di circolo massimo LQ de- 
scritto dal punto d’incontro N come polo e 
compreso fra gli stessi archi , che dc.vonsi pro- 
lungare , se occorra. 

Imperciocché le tangenti NZ dell’arco NP e 
N<jr dell’arco NR esistono ne’ rispettivi piani 
NOP, NOR degli archi, e sono perpendicolari 
allo stesso punto N della loro comune sezione 
SN *; quindi l’angolo rettilineo ZN</ misura l’an- 
golo diedro PNOR*, che s’indica per PNR , 
avendo riguardo agli archi PN , RN sopra la 
superficie sferica, o pure per PSR, conside- 
rando i prolungamenti degli stessi archi sino 
all’altro punto d’incontro S. Inoltre si prenda 
N come polo, e coll’intervallo di un quadrante 
si descriva ’l circolo massimo ALB, cui ocoor- 
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rono i due archi NP, NR prolungati in L, Q, 
formandovisi da’ loro piani le comuni sezioni 
CL, CQ, che resultano perpendicolari all’asse 
NS nel centro C della sfera *. In simile guisa 
l’angolo rettilineo LCQ è la misura dell’angolo 
diedro LNCQ; e siccome l’angolo rettilineo 
LCQ è misurato dall’arco LQ *, cosi si stabi- 
lisce * avere esso angolo "diedro come misura 
l’arco LQ del circolo massimo descritto col 
polo in N e compreso fra gli archi NP, NR 
prolungati. 

§ ll\. DELLA DETERMINAZIONE DELLA SFERA. 

Lemmi. 

l.° I punti equidistanti dagli estremi A, B 
della retta AB si appartengono esclusivamente 
al piano CH perpendicolare al mezzo C di 
AB. 

Imperciocché guidando per C e per qualun-* 
que punto I del piano CH la retta CI, questa 
resulta perpendicolare a AB * nel suo mezzo 
C, e dà IA = IB *. Se poi si considera ’l punto 
M fuori del piano GII, si tirino le rette MA, 
clic incontra ’l piano CH in I, e MB, e si con- 
giunga 1B. Partendo dall’equazione stabilita 
1A = IB , si deduce IA -j- 1M o sia MA = 1B 
+ 1M; e per ragione di 1B -j- IM ì> MB si ot- 
tiene MA > MB, cioè ’l punto M non è equi- 
distante da A*e B. Lo che ec. 

' 11. 0 Fra tutti i punti dello spazio compreso 
dentro all’ angolo diedro PÀBM quelli soli 
del piano NA, che divide in mezzo questo 


*IV.° 

•a. li.* Scol. 
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angolo sono equidistanti dalle sue due fac- 
cie PA, MA. 

Da un punto qualunque I del piano NAB 
si guidino le perpendicolari IF , 1E sopra i 
piani PA, MA, io dico dover essere eguali que- 
ste perpendicolari. Imperciocché facendo pas- 

* 19 . I.® sare un piano per le rette 1F, IE “, si forma- 
C°r. i. no ] e comuni sezioni FC nel piano PA, 1C nel 

piano NAB', EC nell’ altro MA; questo piano 
1FCE resulta perpendicolare a ciascuno de’ pia- 

* 20 VI.» ni PA, MA *; il che dà la loro comune sezio- 

* 20 . IX.® ne AB perpendicolare al piano IFCE* e quin- 

di alle re{te FC, 1C, EC nel medesimo esisten- 
•tg.II®Scol. ti *. In si fatto modo gli angoli rettilinei di 
queste tre rette misurano gli angoli diedri dei 
*ao.II»Scot. rispettivi piani*, e l’ipotesi degli angoli die- 
dri eguali PABN , 1NABM l’eguaglianza ci 
somministra degli angoli rettilinei FCI, ICE. 
Per lo che eguali resultano i due triangoli 
rettangoli 1FC, 1EC coll’ipotenusa comune IC 
*1 i.IY°Scol. e cogli angoli eguali 1CF, ICE*, da cui si 
deduce IF = IE. 

Si consideri adesso un punto qualunque II 
gompreso dentro all’angolo diedro PABM ma 
fuori del piano NAB, dallo stesso si guidino 
le perpendicolari HK sopra ’l piano PA, e HE 
sopra MA , che incontra ’l piano NAB nel 
punto I, da cui si conduca IF perpendicolare 
al piano PA, e si congiunga HF. Posta l’equa- 
zione 1F = 1E, coll'aggiunta di IH si ha 1F -f- 
1H=HE; ma IF + Ìli > HF, e l’obliqua HF> 
ig. V® HK perpendicolare*; dunque a fortiori si ot- 
tiene IF 1 -j- IH o sia HE > HK. Il che oc. 

Scolio. Ond’enunciare nel lemma la proprietà 


Digitized by Google 



p 


3oS 

occlusiva si appone la condizione de’ punti 
compresi dentro all’angolo diedro PABM, per- 
chè prolungando una dalle due faccio per es. 
MA in R, si forma l’angolo diedro supplemen- 
tario PABR, e ’l piano AQ, che lo divide in 
mezzo, gode della proprietà di avere i suoi 
punti equidistanti dalle due faccie PA , RA , 
che corrispondono agli stessi due piani del 
primo angolo diedro PABM ; sebbene la per- 
pendicolare LG condotta dal punto L di AQ 
sopra MA prolungato cada verso la stessa parte 
di 1E , ch’è l’interna di MA rispetto all’an- 
golo diedro PABM, mentre l’altra perpendico- 
lare LD cade sopra PA dalla parte opposta di 
IF, ch’è l’esterna del piano PA. 

III. 0 Se la retta AB è perpendicolare al 
piano MN , qualunque piano PQ parai elo a 
AB dev’essere perpendicolare al piano MN. 

Si tiri per AB un piano qualunque, che 
seca ’l piano MN secondo la retta AC, e PQ 
secondo CD, la quale CD dev’essere parallela 
a AB; perchè in forza dell’ipotesi non può CD 
incontrare AB, e queste due rette sono situate 
nello stesso piano *. In simile guisa CD resul- 
ta pure perpendicolare al piano MN * , e ló 
sarà pure ’l piano PQ , che passa per DC”; 
il che ec. 


Teoremi 

I.° Quattro punti non situati nel medesi- 
mo girino determinano la posizione della sfe- 
ra , o sia il tetraedro è sempre iscrittibile 
alla sfera . 


FIg. i§7- 


• 6. Def. 

• 19. VII.» 

• ao. YI.° 
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Siano i quattro punti S, A, B, C, da cui 
ne resulti il tetraedro SABC: si deve dimo- 
strare ch’esiste sempre un punto equidistante 
da’ quattro punti dati, che corrispondono ai 
quattro vertici del tetraedro. Ed io vero i punti 
equidistanti da’ due A e B si trovano sol- 
tanto nel piano MH perpendicolare al mezzo 
Lem. I.o M della retta AB*, e quelli equidistanti dai 
due B e C nel piano PII condotto perpendicolar- 
mente al mezzo P di BC ; i quali due piani 
MH, PH si devono incontrare nella retta KH, 
non essendo possibile ’l loro parallelismo per 
causa delle due rispettive perpeud. BA , BG 
19 . XII 0 poste ad angolo* giusta l’ipotesi, e quindi 
i punti della comune sezione NH sono equidi- 
stanti da’ tre punti A, B, C. Questa retta IMI 
poi resulta perpendicolare al piano ABC della 
base; perchè ’l piano ABC, passando per AB e 
BC, è perpendicolare a ciascuno de’ piani MH, 
ao. VI. 0 PH*, il che dà la loro comune sezione 1NH 
ao IX.» perpendicolare al 3° piano ABC *. Finalmente 
si consideri perpendicolare al mezzo Q dello spi- 
golo SA ’l piano EK, che ha esclusivamente 
lutti i suoi punti equidistanti da S e A; or 
io dico esser giocoforza che il piano EK in- 
contri la retta KH, e così dovrà resultarne un 
punto equidistante da tutti « quattro i punti 
dati. A quest’oggetto si rifletta che l’incontro 
può venir meno nel solo caso della retta NH 
parallela al piano EK, nel quale caso per ra- 

S ione di NII perpendicolare al piano ABC è 
a ammettersi il piano EK pure perpendieo- 
Lem.IlI. 0 lare a ABC*, il che assolutamente è impossi- 
bile. Conciossiachè volendo concedere il piano 
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EK perpendicolare a ABC, la perpendicolare gui- 
data da A nel piano ABC alla comune sezione 
de* due piani resulta perpendicolare * al piano 
EK; ciò ch e evidentemente assurdo “ , avendo 
riguardo alla perpendicolare AS rispetto allo 
stesso piano EK giusta la costruzione, òhe per 
la natura del tetraedro non può coincidere col- 
l’altra perpendicolare posta nel piano ABC della 
base. Óra il piano EK e la retta NH non pos- 
sono incontrarsi che in un solo punto designalo 
per es. da I; onde ’l solo punto I gode della 
proprietà di essere equidistante da’ quattro ver- 
tici A, B, C, S del tatraedro, cioè a dire le 
quattro rette IA, 1B , IC, IS sono eguali. In 
simile guisa la sferà descritta col centro I e 
raggio IA passerà certamente per gli altri tre 
vertici B, C, S, cioè sarà circoscritta al tetrae- 
dro SABC ; nè altra sfera vi potrà passare, non 
esistendo altro punto equidistante dagli stessi 
quattro vertici. Il che ec. 

Corollario. Dal teorema dimostrato si de- 
duce che due sfere divèrse non possono avere 
quattro punti comuni non situati nel mede- 
simo piano., altrimenti si confonderebbero in 
una sola. Quindi nell’incontro di due sfere tutti 
i punti della loro comune sezione devono essere 
posti in un piano; perchè con tre di questi 
punti si determina sempre un piano * , ed è 
giocoforza che vi si trovino gli altri, aifinchè 
le due sfere non si confondano. La comune se- 
zione adunque di due sfere è una curva situata 
tutta in un piano, che dicesi curva piana ; e 
questa curva dev’essere un circolo, perchè il 
piano e la sfera non possono avere comune che 
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• *3. ili-® il circolo ch’è quanto a dire la comune se- 
zione di due sfere è sempre un circolo. 

Fig. 189 . II.® Nell’incontro di due sfere la retta AB, 
che unisce i centri ,• passa pel centro O del 
circolo GtnDn della loro comune sezione , ed 
è perpendicolare al suo piano. 

Tirando' per O una retta qualunque CD nel 
piano del circolo CwDn, la retta AB giusta 
la natura della sfera ha i due punti À, B 
equidistanti dagli estremi C, D di CD, e co- 
me tale dev’essere perpendicolare a CD nel 
• 3. ili.® suo mezzo O *. Avendo luogo questa circostan- 
Cor ‘ *' za per qualunque retta , ne conseguita essere 
*ig.II.®£col. AB perpendicolare al piano circolare C mDn * 
ed O il centro dello stesso; lo che ec. 

• III." Se la distanza de’ centri di due sfere 
è uguale alla somma o differenza de’ raggi , 
ha luogo il contatto esterno o interno delle 
sfere ; ed all’ inverso supponendo tangenti le 
due sfere , la retta de’ centri deve passare pel 
punto di contatto , il che importa di essere 
la distanza de* centri eguale alla somma o 
differenza de* raggi. 

Giacche se ci piacesse di concedere un altro 
punto comune alle due superfìcie sferiche ol- 
tre a quello posto sopra la retta de’ centri , 
questo punto e i due centri determinerebbero 
un piano, e sussisterebbero le dimostrazioni in- 
*7-111® e IV® dirette date pe’ circoli*; ed avendo riguardo 
al teorema inverso, si possono ancora replicare 
* 7 - V.® le dimostrazioni de’ circoli *. 

Fig. 190 . IV.* Il tetraedro SABC c circoscrittibile 
alla fera , o sia si può sempre determinare 
una sfera , che sia tangente alle quattro fac- 
cie del tetraedro dalla parte interna. 
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La dimostrazione si riduce a definire dentro ai 


tetraedro un punto, da cui si possano condurre 
quattro perpendicolari eguali alle quattro fac- 
cie dello stesso, il che si effettua .nei seguente 
modo. Dividendo in mezzo l’angolo diedro SABC 
col piano ABI, da’ punti di questo piano si 
{tossono soltanto condurre le perpendicolari e- 
guali sopra le due faccie SAB, ABC*; simil- 
mente i soli punti del piano BCI, che divide 
in mezzo l’angolo diedro SBCA, danno le per- 
pendicolari eguali sopra le due faccie SBC, ABC. 
E siccome i due piani ABI, BCI si secano se- 
condo la retta BI , che parte da B , così dai 
punti di BI si possono solamente guidare tre 
perpendicolari eguali sopra le tre faccie SAB, 
ABC, SBC. In fine considerando diviso in mezzo 
l’angolo diedro SACB dal piano ACI, si pos- 
sono da’ soli punti di ACI condurre due per- 
pendicolari eguali sopra le faccie SAC, ABC; 
c se questo piano ACI incontra in I la comune 
sezione BI de’ due precedenti , ne resulta il 
punto I equidistante dalle quattro* faccie SAB, 
ABC, SBC, SAC. Ora questo incontro dév’e- 
videntemente aver Juogo, perché il piano ACI 
restando intermedio fra le due faccie ACB , 
ACS del tetraedro, prolungato incontra lo spi- 
golo BS ed a fortiori la retta BI>, che parte 
da B e si comprende dentro al tetraedro; o in 
altri termini i tre piani, che dividono in mezzo 
gli angoli diedri della base ABC , definiscono 
le tre successive comuni sezioni , che partono 
da’ tre vertici A, B, C, le quali non possono 
essere parallele, come quelle che si comprendono 
dentro al tetraedro, e così uè proviene da’ tre 


•Lem. II.* 
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piani un altro tetraedro colla stessa base ABC 
c col vertice in 1 dentro al primo. Dal solo 
punto I adunque fra i punii compresi dentro 
al tetraedro si possono guidare quattro perpen- 
dicolari eguali sopra le quattro faccie dello 
stesso; per lo che la sfera descritta col centro 
I e con una di queste perpendicolari come rag- 
gio deve passare per l’ estremità delle quattro 
perpendicolari. Allora ciascuna faccia del te- 
traedro, essendo perpendicolare aU’estremità del 
• s3. V.» raggio, resulta tangente alla sfera *, ch’è quanto 
a dire la sfera si trova iscritta al tetraedro 
SABC, toccando le sue faccie dalla parte in- 
terna ; nè altra sfera vi si può iscrivere colle 
stesse condizioni, non esistendo dentro al te- 
traedro altro punto equidistante dalle quattro 
faccie anzidetto. 

Scolio f.° Prolungando tre faccie laterali 
qualunque del tetraedro per es. SÀB , SBC , 
SAC al di là della quarta ABC , si formano 
colla stessa faccia ABC i tre angoli diedri DABC, 
EBCA, DACB, che sono i rispettivi supple- 
menti di quelli del tetraedro SABC, SBCA , 

' so. III.® SACB*; e dividendoli in mezzo co’ piani ABO, 
BCO, ACO, si va a determinare come sopra 
il loro punto comune 0 equidistante dalle stesse 
quattro faccie del tetraedro, ma compreso fra 
le tre faccie prolungate e la quarta ABC, cioè 
a dire le quattro perpendicolari condotte da O 
sopra le anzidette faccie sono eguali. Presa- 
adunque come raggio una delle perpendicolari 
e col centro O si può descrivere una sfera , 
che tocca internamente le tre faccie prolungale 
a guisa della sfera iscritta , e la quarta ABC 
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dalla parte esterna \ In questa guisa esistono 
oltre alla sfera iscritta al tetraedro altre quattro 
sfere, che sono pure tangenti alle sue quattro 
faccie, sebbene lo siano internamente a tre ed 
esternamente alla quarta non prolungata ; e si 
è una sì fatta circostanza, che rende esclusi- 
vamente iscrittibile al tetraedro la sfera di cen- 
tro I , che tocca internamente tutte e quattro 
le sue faccie , la quale condizione è stata a 
questo oggetto apposta nell’ enunciazione del 
teorema. 

i Scolio 2. 0 Qui viene ’l destro di notare 
l’analogia del triangolo e del tetraedro, del cir- 
colo e della sfera. i° Il triangolo è la più 
semplice figura fra i poligoni, e ’l tetraedro fra 
i poliedri; il circolo e la sfera hanno tutti i 
punti de’ rispettivi perimetri equidistanti dal 
centro. 2“ Il triangolo è rispetto al circolo ciò 
ch’è’l tetraedro alla sfera: perchè l’uno e l’altro 
servono a determinare la posizione dell’analoga 
figura rotonda, essendo ’l triangolo iscrittibile 
al circolo e ’l tetraedro alla sfera ; e l’uno si 
può circoscrivere al circolo e l’altro alla sfe- 
ra. Questo stesso si può esprimere dicendo, 
che tre punti non posti in linea retta hanno 
delle proprietà analoghe a quattro punti 
non posti in un piano : perche esiste sem- 
pre un altro punto equidistante da’ tre nel 

S iano o da’ quattro dello spazio; e congiungendo 
1 mercè , delle rette i tre punti e la mercè dei 
piani i quattro, sì le tre rette che i quattro 
piani sono equidistanti da un punto dentro 
alla figura. 3 * L’analogia si conserva nel de- 
terminare i centri delle due figure rotonde cir- 


Lem. 11.» 
Scol. 
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coscritte o iscritte: le perpendicolari a’ mezit 
de’ lati del triangolo definiscono col loro incon- 
* 7 . I.° tro ’l centro del circolo circoscritto *, e le rette 
che dividono in mezzo gli angoli ’l centro del- 

* ii. IX.® l’iscritto*; mentre nel tetraedro i piani per- 

pendicolari a’ mezzi degli spigoli determinano 
il centro della sfera circoscritta, ed i piani, 
che dividono in mezzo gli angoli diedri, quello 
dell’iscritta. 4° Finalmente a somiglianza delle 
qdaltro sfere , che oltre all’iscritta sono tan- 
genti alle quattro faccie del tetraedro, esistono 
tre circoli , che oltre all’iscritto resultano tan- 
genti agli stessi tre lati del triangolo, cioè a 
l ‘g- 7 1 * due lati prolungati internamente ed al terzo dalla 
parte esterna; il che si fa chiaro, prolungando 
due lati qualunque per es. BA, BC del trian- 
golo ABC, e dividendo in mezzo gli ang. NAC,. 
MCA colle rette AP, CP, le quali s’incontrano 
nel punto P, da cui si abbassano tre perpen- 

* «v o Scolari eguali sopra i lati AN, AC, CM *, in 

modo che ’l circolo descritto col centro P e 
col raggio eguale ad una deUe perpendicolari 
tocca internamente • i lati BA, BC prolungati 
ed estèrnamente ’l lato AC. 

§ a5. DELLA MISURA DELLE SUPERFICIE DE* SOLIDI. 
* 

Il metodo stabilito nel § 18 per la misura 
delle aree de’ poligoni ci abilita a definire la 
superficie de’ poliedri , di cui le faccie piane 
sono poligone, non dovendosi altro praticare che 
la somma delle misure delle singole faccie. Qui 
solamente ci facciamo ad esporre alcuni teoremi 
circa le misure de’ particolari poliedri, le quali 
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sono capaci di un’espressione compendiosa, cip 
che ha luogo pe’ prismi e per le piramidi rette; 
soggiungiamo ’1 rapporto delle superficie dei 
poliedri simili; ed in seguito veniamo stabilendo 
la misura delle superfìcie de’ solidi rotondi. 

Definizione. 

La superficie de’ prismi e de’ cilindri, esclu- 
dendo le due basi parallele, si dice /superficie 
laterale o convessa ; e la stessa denominazione 
ha luogo per le piramidi e pe’ coni, escludendo 
l’unica base. Quando però vi si vogliono com- 
prendere le due basi o l’ unica base , si dice 
superficie totale. 


Teoremi. 


I.° La superficie laterale del prisma retto Fig. 1G9. 
ABCDEabcde si esprime dal prodotto del 
perimetro della base ABCDE per lo spigolo 
A a o sia per l’altezza del prisma. 

Imperciocché essendo rettangole le faccie la- 
terali A b, B c, C d ì ec. del prisma retto*, le *aa. Dcf. G. 
loro superficie si ottengono la mercè del pro- 
dotto della base per la rispettiva altezza % il 
che dà Aòs= AB X Aa,Bc=BC X B b, Cd— 

CD X Cc, ec.; e prendendone la somma, ne 
proviene la superficie laterale del prisma retto 
espressa da AB X Aa -f- BC X Bò -f- CD x Cc 
-+■ ec. = (AB -f- BC + CD -f- ec) X Aa, essen- 
do tutti gli spigoli A a, Bò , Cc, ec. eguali 
fra loro. Lo che ec. 

ÌI.° Se per un punto qualunque M preso 


18. 1 V.° 
Scol. 


Fig. 
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nello spigolo Aa del prisma obliquo si con- 
duce un piano perpendicolare allo spigolo , 
; si determina per metto delle comuni sezioni 
colle faccie laterali ’l poligono MNPQR, ed 
io dico essere la superficie convessa del pri- 
sma obliquo eguale al prodotto del perime- 
tro di questo poligono per lo spigolo Aa. 

Imperciocché essendo lo spigolo Aa perpen- 
dicolare al piano secante MNPQR, è giocoforza, 
che lo siano' ancora tutti gli altri spigoli Bb, 

* 19 . VII . 0 Cc, ec. come paralleli a A a*, i quali spigoli 
resultano perpendicolari a’ rispettivi lati MN, 

* tcf. II.» NP, PQ, et. compresi nell’anzwàetto piano *. In 
Scoi. questa guisa prendendo come basi de’ paral- 
lelogrammi laterali Ab , Bc, Cd ec. gli spigoli 
A a, Bb, Cc, ec., i lati MN, NP, PQ, ec. del 
poligono denotano le rispettive altezze, e le 
aree de’ parallelogrammi si esprimono da’ pro- 

* 18. Y.o dotti A a x MN , B&X NP, Cc X PQ, ec *. 

La superficie adunque del prisma obliquo cor- 
risponde alla somma A a X MN -j- Bb X NP+ 

. Cc x PQ 4- ec. = (MN -p NP -p PQ -p ec.) x 
A a per ragione degli spigoli eguali Aa , B b , 
Cc, ec. 

Scolio. Questo teorema II comprende il I; 
perchè nel caso del prisma retto la base è per- 
pendicolare allo spigolo, e qualunque altro piano 
condotto perpendicolarmente allo spigolo resulta 

* >9- X.° parallelo alla base*, e vi determina colle co- 

muni sezioni un poligono eguale a quello della 

*2i.l.®Cor. base*. Onde si può iu generale stabilire, che 
la superficie convessa di qualunque prisma 
è misurata dal perimetro del poligono pro- 
veniente dalla sezione di un piano perpendi- 
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colare alio spigolo moltiplicato per lo spigolo. 

III. ° La superficie laterale (Iella piramide 
retta SABCD ec. * si esprime dalla metà del 
prodotto del perimetro del poligono regolare 
ABCD ec. della base per la perpendicolare 
SP condotta dal vertice S sopra un lato qua- 
lunque AB della base , la quale perpendico- 
lare dicesi apotema. 

Coneiossiachè dovendo il piede O della per- 
pendicolare SO dal vertice sopra la base coiw 
rispondere al centro del circolo circoscritto al 
poligono regolare ABCD ec., ne conseguita l’e- 
guaglianza degli spigoli SA, SB, SC, ec. equi- 
distanti dalla perpendicolare SO “ , e così i 
triangoli SAB, SBC, SCD, ec. resultano tutti 
isosceli ed eguali “. Per lo che l’ apotema SP 
cade nel mezzo P della base AB * e rappre- 
senta l’altezza del triangolo isoscele SAB; e 
lo stesso si verifica per gli altri apotetni, che 
possono considerarsi in ciascuna delle altre fac- 
cie; questi apotcmi poi sono tutti eguali come 
equidistanti dalla perpend. SO, appartenendo i 
punti di mezzo de’ lati AB, BC, CD, ec. al 
circolo iscritto di centro 0 *. In simile guisa 
i Iriang. SAB, SBC, SCD, ec. hanno la stessa 
altezza SP , e le misure delle loro superficie 
si esprimono da’ rispettivi prodotti i AB xSP, 
s BC X SP, ~ CD x SP, ec. *; di cui la som- 
ma 3 (AB -k BC + CD -{- ec.) X SP denota la 
misura della superficie convessa della- piramide 
retta SABCD ec. Lo che ec. 

IV. ° Se si taglia la piramide retta SABCD ec. 
con un piano parallelo alla base , che vi fa 
la- comune sezione abed ec., la superficie coti- 


t 


Fig. i(»t. 
*32- l)ef. 4 
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vessa del tronca piramidale compreso fra le 
due basi parallele ABG1) ec. , abeti ec. ha 
per misura la semisomma de ’ perimetri delle 
basi , o, ciò eh' è lo stesso , il perimetro della 
sezione a'b'c'd' ec. equidistante dalle due basi 
moltiplicato pel resto Pp dell'apotema. 

Imperciocché essendo AB e ab , BC e ic, 
ec. parallele * , le faccie laterali Ab , Bc , ec. 
del tronco corrispondono a trapezi, che hanno 
tutti la stessa altezza denotata dal resto P P 
dell’apotema, dovendo essere i resti degli apo- 
temi sopra le singole faccie proporzionali agl’in- 
teri apotemi * e quindi eguali fra loro a so- 
miglianza degl’interi. Così si stabilisce Ab = 

AB 4- ab y. y. BC *|* he —, 

— ~ — X Pp , B c= — - — X Pp, ec. ; e 

la loro somma cioè la superficie convessa del 
tronco resulta £ (AB BC -f- ec. 4 - ab -f- bc + 
ec.) X Pp* Quando poi si riflette, che la se- 
zione a'b'c'd' ec. equidistante dalle basi divi- 
de in mezzo gli spigoli A n, B£, Co, ec. per 
ragione di 0 o' = o'o *, s’intende che ciascuno 
de’ suoi lati a'b', b'c', ec. denota la retta con- 
dotta pe’ mezzi de’ lati non paralleli A a e B£, 
BA e Ce, ec. ne’ rispettivi trapezi; onde le 
loro misure si esprimono ancora da’ prodotti 
a'b' X Pp , b'c' X Pp , ec *. e la somma dà 
(a'b 1 -f- b'c' -p ec.) X Pp* Lo che ec. 

V.° Le superficie de ‘ poliedri simili sono 
proporzionali a* quadrati delle dimensioni 
omologhe. 

Conciossiachè le faccie rispettivamente si- 
mili de’ due poliedri simili stanno come i qua- 
drati de’ lati omologhi *; ed essendo i lati oruo- 
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Ioghi proporzionali fra loro ¥ , ne conseguila * n. IX. ° 
una serie di rapporti eguali formati dalle faccio t ' or - 
simili , come per es. ABK : abk ;; BCIJK : behk Fig. i 77 . 
Il CL)H : cdh, ec. Per lo che si deduce ABK 
-j- BCHK -}- CDH -f- ee : abk -f- behk -|- cdh -f- 
ec :: ABK : abk (Alg.’ n.° 177), cioè a dire. la 
superficie del 1“ poliedro alla superficie del a" 
come una faccia qualunque del 1“ all’omologa 
del a 0 o sia come il quadrato di un lato a 
quello del suo omologo; ma i lati omologhi 
sono proporzionali alle dimensioni omologhe 
de’ poliedri; dunque ec. 

VI. 0 Il cilindro retto si può riguardare 
come un prisma retto , di cui le basi parallele 
sono due circoli eguali cioè a dire due poligo- 
ni regolari di un numero infinito di lati ; e 
la superficie convessa del cilindro retto egua- 
glia il prodotto della circonferenza del cir- 
colo di base per l’altezza. 

La riduzione del cilindro a prisma è una- 
conseguenza immediata de’ principii ammessi 
relativamente a’ circoli riguardati come limiti 
de’ 

Ed 

0 come la base inferiore di un cilindro, vi Fig. i3t. 
s’iscriva, ’l poligono regolare CABP ec. e cir- 
coscriva l’altro GHDM ec. ; si tirino pe’ lati 
CA, AB, BP ec. GH, HD, DM, ec. i piani 
perpendicolari alla base, che determinano la 
mercè delle comuni sezioni col piano della base 
superiore del cilindro due prismi retti della 
stessa altezza del cilindro sopra i due poligoni. 

Il i* ha comuni colla superfìcie cilindrica i 
suoi spigoli cioè le perpendicolari elevate dai 


poligoni regolari iscritti 0 circoscritti Vi;.L.av.VI» 
invero considerando ’l circolo di centro *8-L.av.X." 
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vertici C, A, B. cc., e diccsi iscritto al cilin- 
dro; il 2 " lia comuni le perpendicolari elevate 
dagli stessi puuti considerati come mezzi dei 
lati GH , 111), DM - , ec., che definiscono nel 
piano superiore i punti di contatto de’ rispet- 
tivi lati del poligono col circolo, e dicesi cir- 
coscritto al cilindro. Ora fra le superfìcie di 
questi tre solidi ha luogo la stessa subordina- 
zione de’ perimetri delle basi, cioè la -superfì- 
cie convessa del prisma circoscritto è maggiore 
di quella del cilindro, e l’altra dell’iscritto mi- 
nore: perche secando le tre superfìcie con un 
piano condotto a cagion di esempio per due 
punti qualunque degli spigoli di C e A , na- 
scono come comuni sezioni una linea retta 
nella faccia sopra CA del prisma iscritto, una 
linea curva nella superfìcie cilindrica, ed una 
linea spezzata nelle due faccie contigue del pri- 
sma circoscritto ; le quali tre sezioni si com- 

f irendono fra gli stessi punti estremi, e quindi 
a linea spezzata inviluppante è maggiore della 
i8.L.av.X° cqrva *, e la curva della retta. In questa guisa 
dalla grandezza delle dimensioni, clic han luogo 
per ogni verso nelle parti delle tre superfìcie, 
possiamo argomentare la grandezza delle stesse 
parti di superficie, dovendosi riputare più- grande 
quella ch’è fornita di maggiori dimensioni; e 
siccome questo raziocinio si può replicare per 
le successive parti delle superficie , . che si ri- 
feriscono alle faccie sopra AB, ec., sopra BP,.cc,, 
così si conchiude essere l’intera superfìcie con- 
vessa del cilindro maggiore di quella del pri- 
sma iscritto e minore ucH’altra del circoscritto. 
Passando poi al poligono regolare iscritto ed 
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al circoscritto di un numero doppio di lati , 
che sono C/AeB cc., CqpmnR ec., e formandovi 
col solito metodo i due prismi , cresce la su- 
perficie del prisma iscritto , e decresce quella 
del circoscritto, avvicinandosi ciascuna alla su- 
perficie cilindrica , che resta sempre interme- 
dia , il che si fa chiaro per mezzo delle ana- 
loghe sezioni prodotte da’ piani. Onde se si 
prosegue collo stesso metodo a considerare la 
serie de’ prismi iscritti e circoscritti, s’intende 
bene che potrà rendersi minore di qualunque 
quantità assegnabile sì la differenza fra le su- 
perficie del ciliudro e del prisma iscritto che 
l’altra fra le superficie del prisma circoscritto 
e dello stesso cilindro, o sia la superficie ci- 
lindrica è ’l limite delle superficie dcH’una e 
dell’altra serie di .prismi. Nè diversa va la cosa 

{ >e’ volumi, essendo ’l volume del cilindro uu 
imito rispetto a’ volumi de’ prismi iscritti e 
circoscritti; per lo che di una maniera com- 
pendiosa si dice essere ’l cilindro un prisma 
giusta l’enunciazione del teorema., e precisa- 
mente nello stesso senso in cui si dice poligono 
il circolo. Chiamando adunque S' la superficie 
del prisma iscritto, che differisce dalla super- 
ficie S del cilindro per una quantità infinite- 
sima, P e C i perimetri delle rispettive basi 
cioè del poligono e del circolo, A l’altezza co- 
mune, si stabilisce S — S' = o, C — P = o, 
cioè S=3=S', C—P ; e siccome si ha S'sszPA * , 
così la sostituzione de’ valori di S' e P dà 
S = CA , ch’è la superficie cilindrica eguale 
al prodotto -della circonferenza della base per 
l’altezza. Lo stesso Resulta mento si sarebbe ot- 
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tenuto colla considerazione della superficie del 
prisma circoscritto, ec. Ed un tale metodo è 
analogo a quello già stabilito per la misura del 

* iB. X.° circolo *. 

Corollario. Essendo R il raggio del circolo 
di base nel cilindro, la sua circonferenza cor- 

* 18 . XII.° risponde a a/?ir*,che moltiplicata per l’altezza A 

dà la superficie convessa del cilindro S—iARr. 

* Def. 4- Scolio. Il cilindro obliquo * si può ancora 
riguardare come limite de’ prismi obliqui iscritti 
c circoscritti , di cui le basi sono i poligoni 
regolari iscritti e cireoscritti a’ due circoli coi 
lati presi nella serie de’ doppi. A quest’oggetto 
si deve partire da due poligoni regolari iscritti 
ne’ due circoli delle basi co’ lati rispettivamente 
paralleli, cui devono corrispondere i due poli- 
goni simili circoscritti co’ Iati pure paralleli ; 
perchè l’ang. BAD per es. esistente nel piano 
«Iella base inferiore è eguale all’angolo analogo 
nel piano parallelo della superiore, essendo il 
triangolo isoscele DAB definito da’ due semi- 
lati AD, BD e dall’ang. D del poligono rego- 
lare circoscritto; e quindi il parallelismo di 
AB e del corrispondente lato del poligono su- 
pcriore iscritto porta con se il parallelismo di 
AD o sia HDe del corrispondente lato del po- 

* i;> XIV. ° ligono circoscritto Si possono adunque pei 

Scol ‘ lati paralleli si de’ poligoni iscritti che de’ cir- 

*iq1*S«>1. coscritti condurre i piani*, che determinano 
due prismi; l’uno iscritto al cilindro ha comuni 
colla superficie dello stesso gli spigoli , e l’al- 
tro circoscritto ha comuni le rette, che congiun- 
gono i punti di contatto ec. ee. ec. In si fatta 
guisa si potrebbe alla superficie convessa del 
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cilindro. obliquo estendere la misura di quella 
del prisma obliquo *, che sarebbe il perimetro 
della sezione fatta ila un piano perpendico- 
lare all’asse BE moltiplicato per l’asse stesso ; 
ma siccome la sezioue anzidetta non *è un cir- 
colo, così non si tiene conto di questa misura 
nella geometria elementare, che considera sol- 
tanto la curva circolare. Noi faremo uso' del 
presente scolio, trattando del volume de’ ci- 
lindri, che si comprendono nella stessa enun- 
ciazione, siano essi retti o pure obliqui. 

VII . 0 Il cono retto si può riguardare co- 
me una piramide retta , che ha per base un 
circolo cioè un poligono regolare di un nu- 
mero infinito di lati ; e la superficie convessa 
del cono retto è eguale alla metà del pro- 
dotta della circonferenza del circolo di base 
per la retta condotta dal vertice ad un punto 
qualunque della circonferenza della base, la 
quale retta ne costituisce l’apotema. 

La dimostrazione di questo teorèma è analoga 
a quella del precedente: si considera il circolo 
di centro O co’ due poligoni regolari, l’uno iscritto 
e l’altro circoscritto; s’immagina sopra il circolo 
come base un cono retto; e tirati i piani pel ver- 
tice del cono e per ciascun de’ lati de’ due poligo- 
ni, si vengono ‘allo stesso vertice sopra i due po- 
ligoni a formare due piramidi rette, di cui la 
i iscritta ha comuni colla superfìcie conica 
gli spigoli, e la a* circoscritta le rette guidate 
in ogni faccia da’ mezzi de’ lati della base al 
vertice o sia gli apoterai, essendo la superficie 
convessa del cono minore della superficie della 
piramide circoscritta e maggiore di quella del- 


• IT.» 
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riscritta. Si passa poi alla considerazione dei 
poligoni di un numero doppio di lati e delle 
corrispondenti serie di piramidi iscritte e circo- 
scritte, ec. ec., e si conchiude essere ’l cono 
retto sì in superficie che in volume ’l limite 
dcli’una e dell’altra serie di piramidi. Per lo 
che indicando per S' la superficie della pira- 
mide circoscritta differente da quella S del cono 
per una quantità infinitesima, per Z^eCi ri- 
spettivi perimetri delle basi, e per A l’apote- 
ma comune di sì fatta piramide circoscritta e 
del cono, secondo ’l noto metodo l’equazione S r 
HI . 0 = J PA * si converte in5==i CA 1 ch’è la 
superficie convessa del cono eguale alla metà 
del prodotto ec. 

Corollario . Chiamando R il raggio del cir- 
colo di base del cono retto e L l’apotema, se 
ne deduce la superficie convessa del cono retto 
S = Rine. 

Scolio. Il cono obliquo si può ancora riguar- 
dare come ’l limite delle piramidi iscritte e cir- 
coscritte, che hanno come basi i poligoni re- 
golari iscritti e circoscritti al circolo di centro 
Ó, essendo ’l vertice comune quello stesso del 
cono posto fuori della perpendicolare al centro 
O del pianp circolare, e le faccie laterali cor- 
rispondono a’ piani condotti pel vertice e per 
ciascun lato de’ poligoni; ec. ec. Questa osser- 
vazione ci sarà utile approposito del volume 
del cono, di cui si dovrà stabilire in generale 
la misura, sia esso retto o pure obliquo. 

193 . Vili ; 0 Se si taglia 7 cono retto SAB con 
un piano parallelo alla base AB, che vi de- 
ll .• termina la comune sezione circolare CL “, la 
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superfìcie convessa del tronco di cono com- 
preso fra le due basi circolari parallele AB, 
CL è eguale alla semisomma delle circon- 
ferenze delle due basi , o sia alla circonfe- 
renza della sezione MN equidistante dalle due 
basi moltiplicata pel resto delVapotema LB. 

Questo teorema si può la mercè del me- 
todo de’ limiti dedurre da quello del tronco 
piramidale”: imperciocché siccome l’intero cono 
è ’1 limite delle due serie di piramidi iscritte 
e circoscritte , così il tronco di cono lo è dei 
tronchi piramidali delle due serie anzidette , 
immaginando un piano parallelo al piano delle 
basi; e quindi si può considerare la superficie 
convessa di un tronco di piramide differente da 
quella del tronco di cono per una quantità in- 
finitesima, ec. ec. 

Si può ancora dimostrare direttamente , e 
questa dimostrazione riesce assai elegante, come 
quella che riduce la superficie convessa del 
tronco alla superficie piana di un trapezio. A 
quest’oggetto si conduca un piano per l’asse SO 
del cono, che vi determina la comune sezione’ 
triangolare SAB * , nel di cui piano si guidi 
la retta BP perpendicolare a BS; e si supponga 
la lunghezza di BP eguale alla circonferenza 
della base AB, come se BP fosse un filo pie- 
ghevole inviluppato esattamente alla circonfe- 
renza e poi si distendesse in linea retta. Con- 
giungendo SP, si tirino da’ punti L, N le rette 
LR , NQ parallele a BP , dkc io dico eguali 
alle rispettive circonferenze delle sezioni CL , 
MN. Conciossiachc i triangoli simili’* SBP,SNQ, 
SLR danno la serie delle proporzioni * 

{A) SB: SN :SL::BP:NQ:LR; 


• IV.* 


• a3. It * 


*n.I*Sc<>t. 

* 14- v." 
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ed i triangoli simili SAB, SMN , SGL danno 
l’altra serie • . 

SB : SN : SL :: AB : MN : CL, 
la quale per ragione delle circonferenze pro- 

17. YI ° porzionali a’ rispettivi diametri * »i converte 

nella seguente 

(/?) SB : SN : SL: \circ. AB : tire. MN : tire. CL, 
indicando tire. AB, ec. la circonferenza di dia- 
metro AB , ec. 

Comparando le serie {A ) , (B ) , si deduce 
BP : NQ : LR :: tire. AB : tire. MN : tire. CL; 
ma si è supposto BP = ciré. AB; dunque de- 
v’essere NQ — tire. MN e LR = tire. CL. . . 

. Dietro queste considerazioni l’area del trian- 

18. VI.° golo rettangolo SBP misurata da , SB X BP * 

eguaglia la superficie convessa del cono SAB, 
• VII.° che ha per misura i SB X tire. AB *; e l’area 
dell’altro triangolo rettangolo SLR è eguale 
alla superficie convessa del cono SCL, essendo 
i SL x LR = * SL X tire. CL ; onde la dif- 
fidenza delle aree de’ due triangoli 0 sia l’area 
del trapezio BLRP resulta eguale alla diffe- 
renza delle superficie de’ due coni cioè alla 
superficie convessa del tronco ACLB. Ora il 
trapezio BLRP ha per misura i (BP -f- LR) 

18. VII.* x LB o pure NQ X LB*, essendo giusta l’ipo- 

tesi del piano MN Equidistante dalle basi il 

19. XVI.® punto N mezzo di LB“; dunque la superficie 

convessa del tronco di cono deve avere la stessa 
misura, che si esprime da ~ ( tire % A B -j- ciré. CL) 
X LB o da tire. MN X LB, sostituendo le cir- 
conferenze alle linee rette rispettivamente egua- 
li. Lo che ec. 

Corollarió. Chiamando R , R' i raggi delle 
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due basi circolari del tronco di cono , e L il 
resto dcll’apotema, si ottiene la superficie con- 
vessa S — (Rie -f R'k) X L * — (R -f R')Lk. * j8. xil.« 

Scolio. Il troncò di cono retto si può con- 
siderare generato dalla rivoluzione del trapezio 
ACEO cogli angoli retti in E , O intorno al 
lato EO, il quale trapezio dicesi bi-rettangolo. 

I due lati AO, CE descrivono le due basi cir- 
colari co’ centri in 0, E; il lato AC descrive 
la superficie convessa del tronco, e il lato im- 
mobile EO ne rappresenta l’altezza. Il prolun- 
gamento poi de’ lati AC, OE sino al loro in- 
contro S determina ’l triangolo rettangolo AOS, 
che colla sua rivoluzione intorno a SO genera 
il cono intero , cui si appartiene quel tronco. 

IX." Se la retta AC posta dalla stessa parte Fìg. iy3. 
di SO si connette con SO per mezzo delle 
perpendicolari condotte da ’ suoi estremi A , 

C, e gira insieme con queste perpendicolari 
intorno a SO considerata come asse , io dido 
che la superficie convessa del solido rotondo , 
che rie deriva , ha per misura il prodotto della 
retta generatrice AC per la circonferenza de- 
scritta dal suo punto di mezzo E. 

1° caso. Se la retta AC prolungata va ad Fig. nj">. 
incontrare l’asse SO, si viene per mezzo delle '• 
perpendicolari estreme AP , CM sopra SO a 
determinare il trapezio ACMP. La rivoluzione 
di questo trapezio intorno a PM genera il tronco 
di cono, che ha per basi i due circoli descritti 
dalle perpendicolari estreme AP, CM *; ed ab- *VIlI.°.s«>f. 
Lassando dal punto di mezzo E la perpendico- 
lare EN sopra l’asse, il circolo descritto da 
EN forma nel tronco la sezione equidistante 

4 3 
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dallo basi. Ora la superficie convessa generata 
dalla retta AC è appunto quella del tronco di 
cono, che ha per misura il resto AC dell’apotcma 
moltiplicato per la circonferenza della sezione 

* Vili.® equidistante dalle basi“,ch’è quanto a dire per 

la circonferenza descritta dal punto di mezzo E. 
Fig.' igS. 3 ° caso. Se l’estremità C di AC è sopra l’asse 
N* 2 - SO, la perpendicolare estrema AP determina 
il triangolo rettangolo CPA , di cui la rivolu- 
zione intorno a CP produce il cono retto, che 

* a 3 . Def- 1. ha per base il circolo di raggio PA “ ; e la 

superficie convessa di questo cono, ch’è quella 
appunto generata dalla retta AC ha per misura 

* VII. 0 AC X i circ. PA *. Si rifletta intanto che la 

circonferenza di raggio NE descritta dal punto 
di mezzo E dev’essere la metà della circon- 
ferenza della base di raggio PA ; perchè i 
triangoli simili CEN, CAP dauuo la propor- 

* «4- V.° zione * NE : PA :: CE : CA , da cui per ra- 

gione di CE metà di CA si argomenta NE 
metà di PA , o sia circ. NE =s i circ. PA , 

* 17. VI.» essendo le circonferenze proporzionali a’ raggi*. 

In simile guisa la sostituzione di circ. NE in 
vece di £ circ. PA ci dà la misura della su- 
perficie convessa generata da AC espressa da 
AC X’Circ. NE come nel i° caso. 

Fìe. 195 . 3 ° caso . Se la retta AC è parallela all’asse 

OS, le perpendicolari estreme AP, CM deter- 
minano il rettangolo ACMP, che nella rivolu- 
zione intorno a MP genera il cilindro, di cui 
•z 3 . Def. a- la retta AC denota l’altezza *, e la sua super- 
ficie convessa generata appunto da AC si espri- 

* VI.® me da AC X circ.- PA *. Ora in questo caso 

descrivendo tutti i punti di AC circonferenze 
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eguali, si può indifferentemente sostituire alla 
circonferenza della base descritta dal puuto A 
qualunque altra circonferenza descritta da qual- 
sisia punto di AC; per lo che sostituendo circ. 

NE in vece di circ. PA, si ricade nella pre- 
cedente espressione AC X circ. NE cioè nel 
prodotto della retta generatrice AC per la cir- 
conferenza descritta dal punto di mez2o E. Il 
che ec. 

Scolio. L’espressione stabilita nel teorema 
si deve riguardare come la misura generale per 
la superficie convessa del cilindro retto , del 
cono retto, e del tronco di cono retto; perchè 
la retta generatrice è eguale all’altezza nel ci- 
lindro retto, all’intero apotema nel cono retto, 
ed alla parte dell’apotema nel tronco di cono, 
mentre in tutti e tre i solidi la circonferenza 
descritta dal punto di mezzo corrisponde a 
quella della sezione, che passa pel mezzo del- 
l’altezza. 

X.° Esistendo più. lati consecutivi di un Fig. iq4- 
poligono regolare posti dàlia medesima parte 
di un asse qualunque AF condotto pel centro 
L del circolo iscritto o circoscritto al poli- 
gono , si abbassino le perpendicolari da’ due 
punti estremi della serie di lati sopra l’asse , 
e si rivolga la figura composta dalle perpen- 
dicolari estreme e da* lati intorno all’asse; 
io dico che la superficie convessa del solido 
di rivoluzione così generato ha per misura la 
porzione dell’asse compresa fra le perpendi- 
colari estreme moltiplicata per la circonfe- 
renza del circolo iscritto. 

Qualunque sia la disposizione de’ lati rispetto 
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aliasse, non possono avvenire alili casi fuori 
di quelli previsti nel teorema precedente. Se 
il lato BA incontra l'asse AF, abbassata la per- 
pendicolare BR sopra AF, si forma ’l triangolo 
vcllang. Bit A, clic colla sua rivoluzione intorno 
all’asse produce ’l cono retto, di cui la base è il 
circolo di centro R e raggio BR; c la superficie 
convessa generata da BA ha per misura BA X 
circ. MQ, supponendo MQ la perpendicolare 
abbassata dal mezzo M di BA sopra l’asse AF. 
Per tradurre questa espressione in un’altra ana- 
loga all’enunciazione del teorema si guidi da 
M la perpendicolare a AB, che dovendo pas- 
sare pel centro L , corrisponde alla retta ML 

* i3. n.° o sia al raggio del circolo iscritto ’. Così si 
Scoi. i. ottengono i due triang. ABR, LMQ simili coi 

* li. il.® lati rispettivamente perpendicolari *, che danno 

* >4. v.° la proporzione BA : AR :: ML : MQ * o sia BA 

* 17. VI.° : AR ;; circ. ML : circ. MQ.*, da cui si deduce 

BA X circ. MQ=AR x circ. ML (Alg.* n.°i^i), 
c quindi la misura BA X circ. MQ della su- 
perficie convessa generata da BA si convelle 
in AR X circ. ML cioè nella parte dell' asse 
compresa fra ’ l punto estremo A e la peri- 
pendi colare dell’altro punto estremo B del 
lato moltiplicata per la circonferenza del cir- 
colo iscritto. 

Se ’l lato CB prolungato incontra l’asse, con- 
dotte le perpend. BR, CT sopra AF, si forma 
il trapezio CBRT , che produce un tronco di 
cono, di cui la superficie convessa generata da 
CB si esprime da CB X circ. NS, essendo NS 
la perpendicolare dal mezzo N di CB sopra 
l’asse. Volendo tradurre questa cspicssiouc in 
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modo analogo alla precedente, si tira la retta 
NL esprimente ’l raggio del circolo iscritto, 
ch’è perpendicolare a CB; si guida BX paral- 
lela all’asse cioè perpendicolare a NS, che re- 
sulta eguale a RT poi si considerano i due « ia. II. ° 
triangoli simili BCX, LNS co’ lati rispettiva- 
mente perpendicolari e la proporzione da essi 
triangoli derivata CB : BX ;; NL : NS o sia CB : 

RT :: circ. NL ; circ. NS, e si deduce CB x 
circ. NS = RT X circ. NL, ch’è quanto a dire 
la superficie convessa generata da CB ha per 
misura RT X circ. NL. E collo stesso metodo 
si deve procedere per gli altri lati consecuti- 
vi, cioè per le superficie convesse de’ tronchi 
di cono da loro prodotte, resultando ciascuna 
di esse eguale alla parte dell’asse compresa 
fra le perpendicolari de * punti estremi del 
lato moltiplicata per la circonferenza del cir- 
colo iscritto. 

Fi nalmcnte se ci ha qualche lato parallelo 
all’asse come per es. CD, abbassate le perpen- 
dicolari CT , DII sopra AF , si forma il ret- 
tangolo DCTH, che produce ’1 cilindro, di cui 
la superficie convessa generata da DC è eguale 
a DC X circ. PL, indicando PL la perpendi- 
colare abbassata dal mezzo P di DC sopra l’asse 
AF. Ora da una parte si ha DC = TII, mentre 
dall’altra PL dev’essere pure perpendicolare a 
DC *, esprimendo comè tale ’l raggio del circolo * 6. li.» 
iscritto; per lo che nel caso della superficie con- 
vessa del cilindro si ottiene un’espressione ana- 
loga alla precedente cioè il prodotto della parte 
dell’asse compresa ec. per la circonferenza 
del circolo iscritto. 


# Dìgitized by Google 


33o 

Il solido adunque generato potrà principiale 
da un cono, se ’l i" lato incontra l’asse, col 
seguito di tronchi di cono e di un cilindro o 
di tronchi di cono; potrà esser composto da 
tronchi di cono e da un cilindro, o da soli 
tronchi di cono ; ma sempre la base inferiore 
di uno di questi solidi parziali diviene la base 
superiore del seguente. In questa guisa suppo- 
nendo per es. la serie de’ lati AB , BG , CD 
ed indicando per C la circonferenza del cir- 
colo iscritto , la superlicie convessa del solido 
generalo da questi tre lati corrisponde alla som- 
ma delle tre particolari misure AR X C + 

RTxC + THxC=(AR+RT + TH)x 

C= AH X C; supponendo la serie de’ lati BG, 
CD, DE, si ha la superficie espressa da RT 
X C + THxC + HKx C=RKx C, cc. 

giusta l’enunciazione del teorema. 

Scolio. Se s’immagina un poligono regolare 
di un numero pari ai lati , la’ retta AF con- 
dotta per due vertici opposti passa pel centro 

* io. III.» del circolo iscritto o circoscritto *, e può ser- 

vire come . asse. Rivolgendosi intorno a questo 
asse il semipoligono ABCDEF, ne resulta un 
solido, di cui i due elementi estremi sono coni 
e gl’intermedi tronchi di cono, essendovi un 
solo cilindro nel caso del numero impari dei 

* 6. Vili.® lati del semipoligono generatore *. Ora in que- 

S* 01, sto caso l’intera superficie del solido di rivo- 
luzione, che resulta dalla somma delle super- 
ficie convesse di tutti i solidi componenti, ha 
per misura AF X C o sia il prodotto dell’in- 
tero asse (che corrisponde al diametro del cir- 
colo circoscritto) per la circonferenza del cir- 
. colo iscritto. 
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XI. " La superficie della sfera ha per mi- 
sura il prodotto del suo diametro per la cir- 
conferenza del circolo massimo. 

Conciossiachè si può immaginare un poligono 
regolare circoscritto al circolo AMFN di con- 
tro 0, che ne differisca di una quantità infi- 
nitesima * , nel quale caso l’asse del poligono 
cioè la retta condotta per O fra due vertici 
opposti differisce pure di una quantità infini- 
tesima dal diamerro AF, e ’l solido di rivolu- 
zione generato dal semipoligono sensibilmente 
si confonde colla sfera generata dalla rivolu- 
zione del scmicircolo AMF. Si può aduuque 
ragionare giusta ’l noto metodo de’ limiti, cioè 
a dire chiamando A l’asse, D il diametro ÀF, 
C la sua circonferenza , $' la superficie del so- 
lido del scmipoligono, S quella del solido del 
semicircolo o sia della sfera, si stabilisce A — D 
=3 o, S 1 — S — o cioè A= D, S' = S, e la 
sostituzione nel valore di S 1 == A X C * dà 
S — D X C, ch’è la misura sopra enunciata, 
dovendosi la circonferenza C del circolo gene- 
ratore ili centra O riguardare come quella di 
un circolo massimo". 

Corollario. Denotando per R il raggiò della 
sfera, si ba la sua superficie S = a R X ai?i r* 
= 4-S’tf ; e siccome la superficie del circolo 
massimo si esprime da R’ie * , così ne conse- 
guita che la superficie della sfera è quadru- 
pla della superficie del circolo massimo , cioè 
a dire la superficie della sfera è eguale a quella 
del circolo descritto con un raggio doppio del 
raggio lìdia sfera. . 

XII. * La porzione di superficie sferica coni- 


Fig. 19S. 

• 18. Lem, 
av. X.° 


• X.« 

• 23- HI.* 

Cor. 1. 

• 18. XII.0 

• idem. 


Digitized by Google 


33 2 

presa fra due piatti qualunque paralleli , che 
dicesi zona, ha per misura il prodotto della 
sua altezza cioè della distanza de’ piani pa- 
ralleli per la circonferenza del circolo mas- 
simo. 

Siano BC , PQ i due piani circolari paral- 
leli, che si possono considerare come le basi 
della zona, sopra cui tirando *1 raggio perpen- 
dicolare OA , si vanno a determinare i due 

* a3. III.° centri X, Z*, e la distanza XZ degli anzi- 

detti piani cioè l’altezza della zona. Se per OA 
si conduce un piano qualunque di circolo mas- 
simo AMFN , l’arco BP compreso fra i due 
piani paralleli si può considerare come quello 
che colla sua rivoluzione intorno a OA genera 
la zona ; perchè congiungendo le rette BX, PZ, 

* iy. II.° queste resultano perpendicolari a OA “, e quindi 
Sco1- i punti estremi B, P descrivono i piani circo- 
lari co’ centri in X, Z e co’ raggi BX , PZ 
cioè a dire le due basi della zona. Ora l’arco 
BP sensibilmente si confonde con una serie di 
lati del poligono regolare circoscritto al cir- 
colo e differente dallo stesso per una quan- 
tità infinitesima , perciò la zona si può giu- 
sta ’l metodo de’ limiti estimare eguale alla 
superficie convessa del solido generato da quella 
serie di lati, la quale superficie si esprime dalla 
porzione XZ dell’asse epmprcsa fra le perpen- 
dicolari estreme BX , PZ moltiplicata per la 

* X.° circonferenza del circolo iscritto*, cli’è quanto 
a dire la zona BPQC ha per misura il pro- 
dotto dell’altezza XZ per la circonferenza del 
circolo massimo. 

Può succedere che uno de’ due piaui paral- 
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Idi sia tangente alla sfera, allora è inutile la 
sua considerazione per la zona , che resta de- 
terminata da un. solo piano per es. BC , cioè 
a dire ha unica base circolare BC; per lo che 
il raggio OA perpendicolare al piano BC ne 
determina da una parte il centro X , mentre 
dall'altra definisce l'altezza AX della zona. In 
questo caso la zona è generata dalla rivoluzione 
dell’arco AB, che puossi riguardale come una 
serie di lati infinitesimi di poligono regolare ec.; 
e dietro gli stessi principi! di sopra si stabi- 
lisce come misura della zonaBCA la parte AX 
dell’asse compresa fra ’l punto estremo A e la 
perpendicolare BX dell’altro estremo moltipli- 
cata per la circonferenza del circolo iscritto, 'o 
sia il prodotto dell’altezza della zona per la cir- 
conferenza del circolo massimo. Il che ec. 

Corollario. Chiamando A l’altezza della zona, 

D il diametro della sfera , C la circonferenza 
del circolo massimo, la zona e la superficie sfe- 
rica conservano lo stesso rapporto di A X C : 

D X C* = A : D , cioè qualunque zona sta alla • xi.« 
superficie dell’intera sfera come l’altezza della 
zona al diametro della sfera; ed indicando per 
A' l’altezza di un’altra zona, le due zone hanno 
il rapporto di A X C : A' X C=s A \ A\ cioè 
le zone mantengono lo stesso rapporto delle 
rispettive altezze. In simile guisa prendendo 
per es. sopra l’asse AF la parte AZ = £ AF, 
si ha la zona APQ eguale ad £ della superfi- 
ficie sferica; e Se l’asse si divide nelle quattro 
parti eguali AZ, ZO, OV, VF, resta l’intera 
superficie della sfera divisa nelle quattro zone 
eguali APq; PMNQ, MDEN , FRE. Volendo 

43 
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poi valutare la superficie della zona, di cui A 
rappresenta l’altezza, in'funzione del raggio R 
della sfera , si stabilisce la seguente formula 
S = A '/.aR'K = a ARr. 

• XIII. ° La parte della superficie sferica 
racchiusa fra due semicircoli massimi con- 
dotti per lo stesso diametro AF come per cs. 
AMF , AIF , che dicesi fuso , ha per misura 
il prodotto del diametro AF della sfera per 
l’arco compreso MI del circolo massimo de- 
scritto col polo al vertice A o pure F del 
fuso. 

Da prima ci facciamo a determinare ’l rap- 
porto della superficie sferica al fuso, ch’è quello 
di quattro angoli retti all’angolo diedro MAFI 
de’ due semi circoli, o ciò ch’è lo stesso dell’in- 
tera circonferenza M1NM misura de’ 36o" al- 
» ix VI . 0 l’arco MI misura deH’anzidelto angolo diedre *. 

Ed in vero supponendo commensurabile il rap- 
porto di MINM:MI, ed espresso per es. dai 
numeri : 4 > s’ immagini la circonferenza 
MINM divisa in 4 3 parti eguali, di cui quattro 
si devono esattamente comprendere nell’arco MI; 
e tirando do’ piani pel diametro AF e per ogni 
punto di divisione , la superficie sferica viene 
a dividersi in 43 fusi, e il dato fuso AMFIA 
ne comprende quattro; ora io dico dover essere 
eguali questi 43 fusi. Imperciocché eguali re- 
sultano i successivi angoli' diedri de’ piani com- 
ponenti i fusi, come quelli che sono misurati 
dagli archi eguali presi sopra la circonferenza 
* idem. MÌNM *; onde situando lo spigolo AF c’l piano 
di uno sopra kf- .spigolo AF e ’1 piano di un 
altro, devono coincidere gli -altri due- piani; c 


Digitized by Googl 



* ' 335 

combaciando i dia/ne} fi e per conseguente i 
centri- <lc’ due scmicircoli , combaciano fe ri- 
spettive semicif conferenze, c quindi i fasi che 
vi. si comprendono. In simile gaisa la super- 
ficie della, sfera sta al fuso : : 43 : 4 » ch’è il rap- 
porto di MINM : MI. Se poi ex piacesse, di sup- 
porre incommensurabile ’1 rapporto di MINM 
: MI , si proverebbe col solito metodo * dover * 
essere la superficie sferica al fuso come la cir-' 
conferenza MINM ad un quarto proporzionale 
nè maggiore nè minore di arco MI. 

Ora la proporzione già stabilita 
Sup. sfer . '.fuso AMF1 A : idre. MINM : are. MI 
si può co fi ver ti re nella seguente 
Sup. sfar. : fuso AM ec. AF X ciré. MINM : 
AF X are. MI, moltiplicando i termini del a” 
rapporto pel diametro AF (Alg/ n.° 176 ); ma 
si ha sup. sfer. = AF X ciré- MINM * ; dun- 
que dev’ essere ancora fuso AMF IA = AF X 
are. MI. Lo che ec. 5jv \ ,vu 

.Corollario. Essendo g il numero de’ gradi 
defi’ arco MI, la sua lunghezza si esprime da 

g X - y . e così si ottiene il fuso S =* ufi X 

4 ' • ■ ■ ■' 1 

X 4«*«-|x “PP 0 :, 

nendo ch’è quanto a dire il fuso è 

- della superficie sferica I f Usi poi t 

tra loto conservano il rapporto degli archi 
compresi descritti come sopra , o degli, angoli 
diedri de * loro piani , essendo per cs. AMPIA 
: AlFNA :: AF x MI : AF X IN X MI : IN :: 
ang. MAFI : ang. IAFN. 


36o 

g X afa g 

3tìo 


«4. III.» 

Scol. 


XI. 0 


18 . xii. # 


XI.° Cor. 
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Scolio: E qui cade in acconcio l’osservare 
che de’ due fattori della misura della super- 
fìcie sferica , quali sono il diametro e la cir- 
conferenza del circolo massimo , resta costante 
l’uho o l'altro, secondochè se ne considera una 
parte sotto la forma di fuso o di zona. Di fatto 
per la misura del fuso si prende l’intero fat- 
tore diametro ed una parte dell’altro espressa 
dall’arco compreso fra i piani del fuso a go° 
di distanza dal suo vertice, mentre per la mi- 
sura della zona si prende l’intero fattore cir- 
conferenza di circolo massimo ed una parte 
dèi diametro corrispondente all’altezza della zo- 
na; il che è in qualche modo analogo alla di- 
visione praticata nella sfera , che lascia intero 
il diametro nel caso de’ fusi, e lo seca in quello 
delle zone. 

XIV.° Le superficie convesse de’ solidi ro- 
tóndi simili stanno come i quadrati delle di- 
mensioni omologhe, lineari. 

‘ , Nella classe de’ solidi rotondi simili si com- 
prendono in generale quelli che provengono 
«h.lla rivoluzione di figure rettilinee simili, che 
noi veniamo successivamente percorrendo. 

I.,* I cilindri generati da rettangoli * simili, 
in cui i raggi R ì r delle basi resultano pro- 
porzionali alle altezze A , a - , e ’l rapporto delle 

, „ . S a AR«* AR . 

loro superficie - = = — si converte in 

V -. . ' s ; • :iar* ar 

j *= ^, = 1 per ragione, di .^ == * (Algebra 

n.» 178). - , _ ' ; ; • 

»•“ I còni generati da triangoli rettangoli” 
simili, clic hanno' i raggi il, r delle basi pro- 
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porzionali alle altezze.^, n ì ed agli apotemi 

Z, /; per lo che si ottiene come sopra - = 

RL«* RL «’ L' _ A' ^ , R A 

rì« ri r* ~F a 1 ’ ■ r a 

_L 

~~ r 

3. ° I tronchi di cono generati da trapezi bi- 
rej.tapgoli * simili , che hanno proporzionali i *YIII.°Scol. 
raggi j R, r delle basi inferiori, i raggi Z', r 1 

delle superiori, i resti Z, l degli apotemi, e 

ii . . , R R 1 l R+ R' 

le altezze A, a \ quindi si ha - = y = r _^ J 7 

L A .* , ’ • • i 

(Alg. a n.* 177)= j-=- 1 e 3 rapporto delle 

S (R+R')L«' (R+ R')L •VIIL'Cor. 

superitele convesse - =-7 — rj;; — 

1 ■* (r + r)U, (i>-brry 

- di 

s r* V*' T 7 a 1 ‘ 

4. " 1 solidi generati da serie dello stesso nu- 
mero di lati di poligoni regolari simili intórno 
ad assi similmente posti, che ha Ano le porzioni 
A , a degli assi comprese fra le perpendicolari 
estreme proporzionali a’ raggi R, r de’ circoli 
iscritti e quindi alle rispettive circonferenze 

C, c *; perchè proporzionali resultano tutte le * «7 VI.° 
dimensioni omologhe linearyle’ poligoni simili, 
e tali sono al certo lé parti degli assi corri- 
spondenti a’ lati omologhi, i quali lati omolo- 
ghi sono proporzionali a’ raggi de' circoli iscrit- 

A V? C' 

ti Essendo aduuque - =»?- =— , si deduce » 17. Y..t 


(r + r)l« 

, . S R'‘ X* 

si converte in - = — = — rr — JT 
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* il rapporto delle due superficie - ^ x ^ “ 

A' __ R' 

«»* f 1 ' '. ' ' 

*2.3. Def 3 . 5 ." Le sfere generate da due scmìcircoli* qua- 
*17. Lem. lutique , die si considerano * come semipoli- 
av- ' |J goni regolari simili ; di fatto chiamando B ì r 
* XI® Cor. . . , S R' 

1 due raggi, si ha - = = — cioè <e su- 

ba ’ s 4 r’«r .r* 

perfide delle sfere stanno come i quadrati 
de’ raggi. 

6.* Fra le porzioni di superficie sferiche si 
dicono simili 1° le zone generate da archi si- 
mili circolari intorno ad assi similmente posti, 
le quali zone hanno le altezze j 4 , a proporzki- 
*i7.YJ°f>c<»l nali a’ raggi il, r delle sfere*, e ’l rapporto 

X delle loro superficie -=3 - ^ ^ si riduce a 

S A ' 

a' 


^ 30 


aXc 

s a , ^ I fusi, che hanno eguali gli 

angoli d'cdri e. per conseguente simili gli ar- 
chi • compresi a 90" di distanza da’ vertici; in 
questo caso ciascun fuso è la parte n ,,m “ della 
*XII.°Cor. superficie sferica cui appartiene*, e le parti 
simili stanno come gl’interi cioè come i qua- 
• drati. de’ raggi delle sfere. Dunque ec. 

XV .“ Ljz superficie convessa del cilindro 
circoscritto alla fera è eguale alla superficie 
* Def. sferica , e la superficie totale* di simile ci- 
lindro è scsquialtera della superficie sferica t 
cioè la comprende una volta e mezzo. 

Fìg. 196. Sia ’l circolo di Centro O, e vi si conducano 
i due diametri perpend. -AF , MN , che colle 
loro estremità determinano i vertici del qua- 
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drato iscritto*, po’ quali si guidino le quattro *i3.Prol>l.i. 
tangenti, e così ne proviene ’l qnadrato circo* 2 caso ’ 
scritto BDHG*. Si rivolga adesso il semicir- *i5.Prol>l.u. 
colo AMF e ’l rettangolo AGBF metà del qua- 2 ‘ Inet ‘ 
drato intorno al lato AF; il semicircolo genera 
la sfera , e ’l rettangolo ’l cilindro circoscritto 
alla sfera, il quale ha le due basi tangenti alla 
sfera *, ed ha comune colla stessa il circolo * a3. V.° 
massimo di centro 0 e raggio MO. Ora il rag- 
gio BF della base del cilindro eguaglia il rag- 
gio MO della sfera, e la sua altezza FA cor 
risponde al diametro della sfera *, ch’è quanto * «a. U.° 
a dire là base- del cilindro è un circolo massi- 
mo della sfera e l’altezza un diametro; per lo 
che l’espressione FA X circ. BF della superficie 
convessa del cilindro* resulta eguale all’altra * VI.® 
FA X circ. MO della superficie sierica *; dun- * XI ° 
que ec. E siccome la Superficie concessa del 
cilindro, come quella ch’è eguale alla super- 
ficie sferica, si esprime da quattro circoli mas- 
simi *, così aggiungendovi le due basi cioè al- # XI.» Cor. 
tri due circoli massimi , si ottiene la sua su- 
perficie totale eguale a sei circoli massimi. Onde 
il rapporto della superficie totale • del cilindro 
a quella della sfera si denota da’ numeri t>* 4 
:: 3 : a i , cioè a dire la prima superficie 
è ~ della seconda o sia una volta e mezzo. Il 
che ec. ' • v " 

Corollario. Se la sfera e *1 cilindro circo- 
scritto si secano con un piano parallelo alle 
basi ilei cilindro , la parte del cilindro com- 
presa fra una delle basi e *1 piano secante 
deve avere la sua superficie convessa eguale 
alla zona sferica corrispondente ;• e sei piani 
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Fig. if>7- 
*»S. Probi, i. 
i caso. 

*J 3. Probi. 2 . 
2 . inet. 

• i5. II.» 

• 14 . IV.» 


* 3. IH.* 
Cor. 1 . 
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secanti paralleli alle basi sono due , la su- 
perficie convessa della parte di cilindro com- 
presa fra gli stessi, è sempre eguale alla zona 
determinata da’ ■ due piani. Perchè nclhuno e 
l’altro caso la base della parte di cilindro è 
un circolo massimo delia sfera, e la sua altezza 
éorrispoude a quella della zona*. 

XVI.° La superfìcie totale del cono equi- 
latero circoscritto alla sfera comprende due 
volte ed un , quarto la superficie sferica. 

Siano C, M,Si tre vertici dei triangolo 
equilatero iscritto nel circolo *, pe’ quali con- 
ducendo tre tangenti, si determina il triangolo 
equilatero circoscritto ASE *, di cui ’l lato AE 
resulta parallelo al lato MN dell’iscritto; per- 
chè i punti M, N sono i mezzi de’ rispòttivi 
lati SA, SE*,. e così ne deriva la proporzione 
SM : MA :: SN” NE, che dà ’l parallelismo di 
MN, AE *. Dal vertice S al punto di contatto 
C si guidi la retta SC, che resulta perpendi- 
colare' sopra AE e quindi sopra la parallela 
MN , 'e passa pel centro del circolo ; giacché 
i due punti S, G sono equidistanti dagli estremi 
A, E*, e la perpendicolare al punto di con- 
latto della tangente è giocoforza che sia nella 
direzione del raggio*, altrimenti vi si potrebbero 
condurre due perpendicolari. Dietro ciò s'im- 
magini la rivoluzione del semicircolo LMC e 
del triangolo, rettangolo SCA metà dell’equila- 
tero SAE intorno all’asse SC, allincbè venga a 
generarsi la sfera e ’l cono circoscritto colla 
base di centro C e raggio CA tangente alla 
sfera e col circolo 'comune di centro O e rag- 
gio MO, che dev’essere circolo piccolo della 
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sfera, come quello eli e prodotto dal punto M 
posto ad una distanza maggiore di 90“ dal suo 
polo C * , essendo l’arco CM sotteso dal lato 
del triangolo equilatero iscritto di 120 0 *; e que- 
sto cono circoscritto si dice equilatero , avendo 
riguardo al diametro AE della base eguale al- 
l’apotema SA. 

Volendo ora calcolare la superficie totale di' 
questo cono equilatero circoscritto per compa- 
rarla* a quella della sfera espressa da quattro 
circoli massimi, scegliamo a termine di para- 
gone la superficie K del circolo massimo , e 
veniamo da prima determinando la superficie 
della base circolare del cono, che ha per rag- 
gio AC = (jfppend.al § i 5 

n, * IV ), chiamando R il raggio del circolo LMCN, 
ch’ò pure quello della sfera. Questa determinazio- 
ne si effettua in forza del noto principio delle aree 
de’ circoli proporzionali a’ quadrati de’ raggi*, che 
dà la proporzione K : sup. AC R' -.{R^ 3 )' 
Il R' i 3 R' (Alg. a n.° rai), da cui si dedu- 
ce sup. AC = 3 K cioè la superficie di base 
del cono eguale a tre circoli massimi. Ora 
se si riflette alla misura della superficie con- 

„ j » . , SA x «ire. AC* . ' 

vessa del cono eroe a — — , che per ra- 


*?3. IV.® 
* i3.1® Sc 0 |. 


* 18. XII. » 
Cor. 


• VII « 


SA 

gione di — = AC si riduce a- AC X circ. AC, 

è facile- l’intenderé che questa superficie con- 
vessa corrisponde al doppio della superficie 

... . , , AC x circ. AC* . .. * « 8 

di base misurata da — 1 ; e quindi 

2 1 

si stabilisce 'essere la superficie convessa del 

u 
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cono eguale a sei circoli massimi • La supeiv 
ficic totale adunque del cono equilatero circo- 
scritto equivale a nove circoli massimi, e quindi 
il rapporto fra’ questa superficie e la sferica si 
esprime da ! nnmeri Lo che ec. 

Corollario. Comparando fra loro la super- 
ficie totale del cono circoscritto eguale a nove 
circoli massimi e la totale del cilindro circo- 
* XIV.° scritto eguale a sei circoli massjmi “, si deduce 
il rapporto delle stesse espresso da’ numeri 9 
: 6 f : 1 cioè la superficie totale del 

cono iscritto è sesquialtera della superficie to- 
tale del cil intiro circoscritto, non altrimenti di 
questa ultima cli’ò sesquialtera di quella della 
sfera. Si forma adunque una proporzione con- 
tinua fra le tre anzidetto superficie, ch’è ap- 
punto quella de’ numeri H 9:6:4, ciuè ^ a 
superfìcie totale del cilindro è media pro- 
porzionale fra la superficie totale del cono 
e la superficie sferica. E si possono questi 
tre solidi rotondi generare insieme, quando il 
Fig. 198. lato AE del triangolo circoscritto coiucide col 
lato BD del quadrato , il che si effettua con 
prendere ’l punto di contatto F del lato del 
quadrato come vertice del triangolo equilatero 
iscritto. In simile caso la retta SF perpendi- 
colare a’ lati coincidenti AE , BD passa pel 
centro e quindi pel punto di contatto G del 
* 5. IH.» lato opposto GII del quadrato”; per lo che la 
rivoluzione simultanea del triangolo rettangolo 
SFA, del rettangolo CFBG, e del semicircolo 
CMF intorno aliasse SF dovrà dare origine 
al cono, al cilindro, ed alla sfera, cui resulte- 
ranno circoscritti i primi due solidi , essendo 
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il circolo massimo di diametro MN comune 
alla sfera cd al cilindro, c ’l circolo -piccolo di 
diametro M'N* alla sfera cd al cono. 

XVII. 0 La superficie totale del cilindro 
equilatero iscritto alla sfera è media propor- 
zionale fra la superficie della sfera e la su- 
perficie totale del cono equilatero pure iscrit- 
lo , verificandosi per le tré superficie la pro- 
porzione continua de ’ numeri H 16 : 12:9. 

S’iscrivano nel circolo il triangolo equilatero Fig. 193. 
SAE e ’l quadrato GBDII, in modo clic i due 
lati AE, Bl) di queste figure corrispondano pa- 
ralleli; il che si effettua*, prendendo dal mezzo *6. Vili. 0 
K. dell’arco AKE di 1 20° l’arco KB = 45 ° — 

KD. Dal vertice S si guidi un diametro, che 
resulta perpendicolare alle corde AE, BD*, le * ^ 1,1 ° 
divide in mezzo, c passa pel mezzo iv degli ar- 
chi sottesi *’; intorno al quale diametro rivol- * 4 - !• 
gendosi il triangolo rettangolo SCA, il t rettan- 
golo LGBF, e ’l semicerchio SAK, vengono a 
generarsi il cono, il cilindro, e la sfera circo- 
scritta agli stessi, di cui ci proponiamo a cal- 
colare le superficie. 

Scegliendo come sopra a termine di para- 
gone la superficie K del circolo massimo, quel- 
la della base circolare del cono di diametro 


AE = i?V 3 ( Append . al § i 5 n.° 1) si determina 
colla proporzione sitp. AE : K'.'. Sii’ : 4 R’ fc be 
dà sup. AE=! K; la sua superficie convessa si 

, SA X ciré- AE . AE X tare. AE _ 

esprime da — ■ — 

* • .1 1 


asup. AE* o sia c doppia della baso, e quindi la su- 
perficie totale resulta tripla della base cioè eguale 
a 2 K. Discorrendo poi del cilindro, di cui la 


18. XH.° 
Cor. 


18. X.° 


I 


Digiti 
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liase ha ’l diametro BD = Ry 'ì^Appcnd. al § uj 
n, i), si stabilisce la proporzione sup. BD:À'::2/T 
: 4/?’, dcducciulonc sup. BD = ~ K; in seguito si 
ottiene la superficie convessa BG X circ. BD = 
BD x circ. BD =4 sup. BD,. e coll’aggiunta delle 
due basi si ricava la superficie totale 6 i«/>.BD= 
?K— 3 K. Siamo ora in istato di comparare 
l’una e l’altra superficie totale con quella della 
sfera valutata per i\K, e si lia sup. sfer. : sup . 
cil. tot. : sup. con. tot. :: 4 : 3 : | :: 16 m 3 : 9, 
moltiplicando per 4 i termini de’ secondi rap- 
porti delle proporzioni ; il che ec. 

Corollario. Il rapporto di 16:12 o di 12 
: 9 è lo stesso di 4 : 3 o di £ : 1 ; quindi si 
dice che la superficie della sfera comprende 
una volta ed un terzo la superficie totale del 
cilindro iscritto , ed una volta ed un terzo 
quest' ultima superficie comprende quella to- 
tale del ^ono iscritto. 

Scolio. Trattandosi del cilindro circoscritto 
alla sfera nel teorema xv non abbiamo aggiunto 
alcuna: condizione sullo stesso, come quello che 
dev’essere necessariamente generato dal qua- 
drato circoscritto, e quindi avere ’l diametro 
della base eguale all’altezza. Imperciocché vo- 
Fig. 196. lendo per poco supporre il rettangolo BGI 1 D 
circoscritto al circolo, i lati opposti paralleli 
*6. YIIf.° BG, DII determinano il diametro MON* per- 
* 5 . III.° pendicolare agli stessi lati e per una ragione 
simile si ha il diametro AF perpendicolare agli 
altri due lati GII, BD; onde ’l quadrilatero 
MGAO è un rettangolo, cioè i due diametri 
MN, AF sono perpendicolari fra loro, e così 
il supposto rettangolo BGIiD dev’essere un qua- 
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firato*. Non cosi avviene del cono circoscritto, 
perche qualunque triangolo si può pircoscrivcre 
al circolo*' e basta che ’l triangolo circoscritto 
SAE sia isoscele co’ lati eguali SA , SE per 
generarsi ’l cono circoscritto intorno all’asse SC; 
come pure ’l triangolo isoscele iscritto e ’l ret- 
tangolo iscritto danno origine al cono e cilin- 
dro iscritti. Per questa ragione si è apposta 
ne’ teoremi xvi e xvii la condizione di dover 
essere equilateri il cono circoscritto ed iscritto 
e ’l cilindro iscritto , giacche per simili solidi 
rotondi equilateri hanno luogo le determina- 
zioni delle superficie enunciate negli anzidetti 
teoremi. 

§ 26. DELLA MISURA DE’ VOLUMI DE’ SOLIDI. 

Teoremi. 

I .° I parallelepipedi , che hanno basi eguali 
ed altezze eguali , sono equivalenti in volume *. 

Facendo coincidere le basi eguali in ADCB, 
devono le basi superiori corrispondere nel me- 
desimo piano * , e possono accadere i due se- 
guenti casi secondo la diversa posizione delle 
stesse. 

i.° Caso. Siano le due basi superiori EHGF, 
IMLK de’ parallelep. AG, AL comprese fra 
le stesse parallele, cioè i lati EF e JK , HG 
e ML formino le due rette parallele EK, HL, 
o in altri termini le due faceie laterali AEFB 
e AIKB esistano nello stesso piano AK, come 
pure le due faceie laterali opposte. DHGC e 
DMLC nello stesso piano I)L. Allora itre spigoli 


‘ i5. Pn>bl. 
1 c 1. 

• 11. IX.» 
Fig- «97- 


*12. Dcf. 1. 
F. 2 DOC 20 I. 

* 22. Dcf. 6 . 
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* ai. VI,? 

* «leni 

* ao. V.® 


* 21, II.® 


34G . 

AD, EH, IM paralleli * cd eguali condotti dai ' 
Ire vertici del triang. ALI determinano, ’l pri- 
sma triangolare AE1DI1M % e gli altri tre spi- 
goli BC, FG,KL pure paralleli ed eguali L’al- 
tro prisma triangolare BFKCGL ; ed io dico 
dover essere eguali questi due prismi triango- 
lavi AE1DJIM, BFKCGL. Imperciocché eguali 
resultano le basi AE1, BFK *, che hanno eguali 
i lati A E, BF come opposti del parallelogrammo 
AF *, i lati AI, BK opposti del parallelogrammo 
AK, e gli angoli compresi EAI, FBK *; eguali 
c similmente poste sono le faccie laterali ADHE, 
BCGF, come quelle che eorrispoudono opposte 
nello stesso parallelep. AG”; ed essendo que- 
ste stesse faccie parallele * secate dal piano 
AEKB danno eguali gli angoli diedri corri- 
spondenti UBAI, GFBK % ch’esprimono la loro 
eguale inclinazione soprale rispel tive basi EAI, 
BFK; il che forma l’aggregato delle condizioni 
richieste per l’eguaglianza de’ due prismi*. 

Or» se dal solido AL compreso fra i piani 
AEKB e DHLC, AH e BL, AC e EL, si sot- 
traggono successivamente i due prismi eguali 
BFKCGL, AEIDHM, restano i due parallele- 
pipedi AG , AL eguali in volume cioè a dire 
equivalenti. 

a.° Caso. Restando ’l i° parallelep. AG, se 
ne immagini un 2 ° sulla stessa base ABCD e 
colla base superiore PQRS pos{a nel medesimo 
piano di EFGU-in una posizione qualunque, 
il quale puossi indicare per AR , e per non 
confondere la figura non vi si sono segnate le 
sue faccio laterali. Se si prolungano due lati 
qualuuquc paralleli di uua base supcriore per 
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es. SP, RQ , e i line lati EF , HG dall’altra 
non paralleli ( a’ primi, si viene col loro in- 
contro a determinare ’1 parallelog. IKLM eguale 
a ciascuna delle basi anzidette e quindi eguale 
alla base ABCD. Imperciocché le due basi ‘su- 
periori EFGII , PQRS , che sono eguali arila 
stessa base ABGD * , sono eguali fra loro; e * 22 . Dei'. 5. 
siccome si ha JK = PQ* = EF, IM = EI1, e * 12 . 11.* 
l’ang. M1K = HEF *, così i due parallelogram- * V.® 

mi 1KLM, EFGII riescono eguali *, ec. Con- * I ivJ v ;° 
giungendo adunque i vertici omologhi delle " * 

due basi ABCD, IKLM eguali e 'parallele e 
tirando i piani per due rette contigue, si for- 
ma un prisma* o sia un terzo parallelep. AL, 'aa. Ref. 5. 
dì cui la base superiore IKLM è compresa fra 
le stesse parallele SI e RK della base supe- 
riore di AR, IIL e EK dell’altra di AG; onde 
giusta il 1 " caso il parallelep.. AL resulta equi- 
valente sì al parallelep. AG chè à AR, c così 
i due parallelep. AG, AR sono equivalenti 4r* 
loro. • . 

Dunque in generale i parallelepipedi , .'©he 
hanno basi eguali ec. • * 

Corollario . Ogni parallelepipedo può con- 
vertirsi in un altro rettangolo equivalente for- 
mato sopra un rettangolo equivalente alla base 
parallelogramma del dato parallelepipedo e 
colla medesima altezza. Ed in vero suppo- 
nendo il parallelog. ABCD come base del dato Fi S- 
parallelepipedo, si alzino da’ suoi vertici i quat- 
tro spigoli AE , BF, CG , DH perpendicolari 
alla base; questi incontrano il piano della base 
superiore del dato ne’ punti E, F, G, li, e 
per mezzo de’ piani analoghi si forma ’l pa« 


Digitized by Google 


348 

*22 V. p Scol. raliolopipedo retto AG* equivalente al dato, 
come quello che ba la stessa base ed altezza. 
Si. converta ora ”1 parallelog. A 11 CD nel ret- 

*i8.I.*Ci>r. tangolo equivalente A 130 N. *, «i tirino da’ ver- 
tici O, N altri «lue spigoli OV , NT perpen- 
dicolari al piano della base, ec. e cosi si formi' 
il parallelepipedo rettangolo ABONEFVT o 
sia AV, ehe io dico equivalente al retto AG 
e quindi al dato; perchè prendendo come base 
comune de* due parallelep. AV, AG la faccia 

• 23 . nr.» ABFE*, le altre «lue basi opposte NOVT , 

Cor ‘ ** DGGH si comprendono nello stesso piano, cioè 
a dire i parallelep. AV , AG hauno la mede-* 
sima altezza AN, e sono come tali equivalenti. 

II.” I volumi de’ parallelepipedi rettangoli , 
che hanno eguali le basi , conservano ’l rap- 
porto delle rispettive altezze. 

Fìg. 2 o 3. Facendo coincidere le due basi eguali nel 
rettangolo ABCD , si confondono gli spigoli 

• 19. IV.° perpendicolari alle basi *, e i due parallelepi- 

pedi possono rappresentarsi da AL , AG , es- 
sendo le basi superiori IKLM , EFGII; or io 
dico dover essere questi due solirli AL, AG 
nello stesso rapporto delle loro altezze AI, AE. 

Supponiamo da prima commensurabile ’l rap- 

S orto delle altezze AI , AE espresso per es. 

a’ numeri 1 1 : 6, cioè divisa AI in 11. parti 
eguali A b ì bc ì cd , ce. sei di queste parli si 
> comprendano esattamente in AE. Tiranilo pei 

punti di divisione, eccettuati E e I, piani pa- 
ralleli alla' base, ciascuna sezione resulta un 
•aa.I.°Cor. rettangolo eguale c parallelo alla base*; e si 
possono considerare i parallelepipedi rettangoli 
formati da due sezioni contigue, di cui 1 1 com- 
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pongono ’l solido AL 'e 6 l’altro A OrOra que- 
sti parallelepipedi rettangoli considerati a guisa 
di prismi retti sono eguali fra loro * , come 
quelli che hanno eguali le basi rappresentate 
dalle sezioni anzidette e le altezze A b t bc, cd , 
«c.; per lo che dev’essere > 

sol. AL : sol. AG ;; 1 1 : 6 :: AI : AE. 

Che se '1 rapporto delle altezze AI , AE si 
suppone incommensurabile, si eseguisce la so- 
lila dimostrazione per provare che il 4° pro- 
porzionale dietro sol. AL , sol: AG , AI non 
può essere maggiore o minore di AE *. Ed 
in vero supponendo il 4 ’ proporzionale À/w>AE 
o sia la proporzione sol. AL : sol. AG :: Al : A m, 
si può AI dividere in parti eguali di gran- 
dezza minore di Eni , in modo che un punto 
n di divisione cada fra E e m; onde tirando per 
n il piano nx parallelo alla base, si forma il 
parallelepipedo Ax>AG , e ne resulta la pro- 
porzione sol. AL : sol. Ax ’.l AI : A n, che com- 
parata colla i a dà la 3 a assurda sol. AG : sol. A.v 
:: A m : An. Con un artifizio simile si prova 
l’impossibilità del 4‘ proporzionale minore di 
AE; dunque ec. 

III. 0 I parallelepipedi della medesima al- 
tezza stanno come le rispettive basi. 

Facendo coincidere in BQ due degli spigoli 
eguali giusta l’ipotesi, si ponga ’l lato BG di 
una delle basi BGFE sopra ’l lato BC dell’al- 
tra base BCDA, cli’è quanto a dire si mettano 
nello stesso piano la faccia laterale BGRQ del 
parallelepipedo rettangolo BS e l’altra BCVQ 
di BT. Allora i due lati BE , BA delle basi 
corrispondono in diretto 4 , cioè le basi resul- 
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tauo. adiacenti ; le due faccie laterali BEPQ , 
BAXQ sono nel medesimo piano; e ’l piano 
FGRS prolungato determina nel solido BT la 
comune sezione GIIZR eguale e parallela alla 
•aa.t.®Cor. faccia ABQX*, dando origine ad un terzo pa- 
rallelepipedo rettangolo li Z, che ha comune 
col i“ BS la faccia BGRQ c col 2° BT la 
faccia BAXQ. Ora se si considerano queste due 
faccie comuni come basi de* rispettivi paral- 
* II.° lelepipedi, ne provengono le due proporzioni * 
sol. BS : sol. BZ :: BE : BA 
sol. BZ : sol. BT :: BG : BC, 
che moltiplicate termine per termine danno 
sol. BS X sol. BZ : sol. BZ x sol. BT, o sia to- 
gliendo ’l fattore comune sol. BZ, 

sol. BS : sol. BT :: BE x BG : BA x BG, 
e l’ultimo rapporto è precisamente quello dei 
* 18. IV. 8 rettangoli BEFG, BADO*, che servono come 
basi de’ due parallelep. BS , BT. Dunque ec. 

IV.® Due parallelepipedi rettangoli qualun- 
que per es. BL, BT stanno come i prodotti 
delle basi, per le rispettive altezze , o sia conie 
i prodotti BE x BG x BN , BA X BC X BQ 
delle tre rispettive costole intorno a due an- 
goli solidi, che corrispondono alle tre dimen- 
sioni de* due parallelepipedi. 

Situati i due'parallelep. BL, BT colle basi 
BGFE, BCDA adiacenti come nel teorema pre- 
cedente, si prolunghino le quattro faccie la- 
terali di BL e ’l piano della base superiore 
QVTX di BT, afliuchè si formi ’l parallelepi- 
pedo rettangolo BS della stessa altezza. con BT 
c della stessa base con BL. Allora si possono 
stabilire le due proporzioni 
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sol. BS : sol. BT :: BG x BG : BA X'BG * 
sol. BL : sol. BS :: BN : BQ *, 
da citi poi solito metodo si deduce la terza 
jo/.BL:*)/. BT::BE x BG x BN:BA X BC X BQ, 
e vi si può sostituire la ragione delle basi, in 
vece di quella di BE X BG : BA x BG *. Dun- 
que ec. 

Scolio. Volendo in forza di questo teorema 
misurare i volumi de’ parallelepipedi rettan- 
goli, fa d’uopo esprimere in numeri le loro tre 
dimensioni, riferendole aU'unità lineare, e farne 
i prodotti; ma si può rendere più semplice ed 
uniforme l’operazione, quando si stabilisce l’u- 
nità di misura pe’ volumi, e si sceglie a que- 
st’oggelto il parallelepipedo rettangolo, che ha 
le tre dimensioni eguali all’unità lineare cioè 
il cubo * formato sopra l’unità lineate , che 
si esprime da K nella fig. Per lo che chiamando 
A , B , C le tre dimensioni di un dato paral- 
lelepipedo rettangolo, il suo volume P « rap- 
porta al cubo K = i , facendo la proporzione 

V: K A x B x C : i x i X « o sia i 
A X B X C : i, che dìa V = A X B X C \ 
e così in modo assoluto e compendioso si e- 
nuncia , che il parallelepipedo rettangolo ha 
per misura il prodotto della base per l’al- 
tezza o sia ’l prodotto delle sue tre dimen- 
sioni , il quale prodotto esprime quante volte 
il volume V comprende il cubo K. Sia per 
es. dato ’l parallelepipedo rettangolo BL col- 
le seguenti dimensioni AD = 5 palmi , AB 
= 4P 3- , AH = 6p«- ; il suo volume corrisponde 
a F=5 X 4 X 6=im palmi cubi , che si 
possono concepire disposti in vari strati nella 
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figura. Ed in- vero rendendo visibili i 30 palmi 
quadrati della superficie della base derivati dal 
prodotto 5 X 4 = 20 delle sue due dimensio- 
ni,’', vi si jwssono situare altrettanti cubi K , 
il che forma il 1" strato di 20 palmi cubi. 
Se poi , divisa l’altezza AH nelle sue unità 
Am, mn, np, pq, qr , rH, si tirano da’ punti 
n, p , ec. i piani paralleli alla base, e si pro- 
lungano le faccie laterali de’ cubi del i° strato, 
si vengono immediatamente a formare altri 5 
strali di 20 cubi K per ognuno, e quindi l’in- 
tero solido BL resulta da sei strati di 20 cubi 
Ky o sia da 20 X 6 = 120 palmi cubi. Clic 
se le dimensioni st, B , C fossero espresse in 
once , canne o miglia , ec., l’unità di volume 
sarebbe il cubo sopra ’l lato di 1 oncia , di 1 
canna © di 1 miglio , cc.,e ’l prodotto sJy.B'xC 
esprimerebbe ’l volume del solido in once cube , 
canne cube o miglia cube , ec.; e quante volte 
le dimensioni lineari comprendono frazioni dcl- 
l’n ni tà ,*si deve procedere col noto metodo delie 
parti aliquote (Àritm. n.° i 3 i. Es. 6 *), die 
dà gl’interi e le rispettive parti dell’unità di 
volume. Si è con questo sistema , che ci fac- 
ciamo a valutare i volumi di qualsisia solido, 
esprimendone le misure in modo assoluto, come 
potrà vedersi ne’ seguenti teoremi , che tutti 
suppongono la stessa unità K di volume già 
fissata pe’ parallelepipedi rettangoli; ed un si- 
mile sistema è analogo a quello stabilito nel 
5 18 per la misura de’ rettangoli, da cui si 
sono dedotte le misure de’ poligoni. 

Corollario. 'Qualsisia cubo si può conside- 
rare come ua parallelepipedo rettangolo, che 
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ha ugnali le Ire dimensioni; (pùtidi il loro pro- 
dotto si riduce alla 3 * potenza del numero espri- 
mente le unità lineari comprese in una di osso, 
clic dicesi lato , e si stabilisce che il cubo ha 
per misura la 3 * potènza del suo lato , e 
per questa ragione si è dato in Algebra ’1 no- 
me di cubo alla 3 ’ potenza (Alg. a puro '. 0 75). 

Così per es. nel caso del lato 0 palmi,' Si ha 
il volume del cubo espresso da 6 3 = 216 palmi 
cubi , che sarebbe 216 once cube, canne cu- 
be, ec. supponendo il lato di 6 once, canne, 
ec. Nelle nostre misure di capacità il palmo 
cubo si dice tumolo per gli aridi e quartaru 
o sia mezzo barile pe’ liquidi; ma avendo ri- 
guardo alle suddivisioni del tumolo c della 
quartata, si è convertito il palmo cubo in 12* 

= 1728 once cube per ragione di iF’ = n^ , 
e l’ultima colonna delle due tavole (Ariin/tav. 

Ili e IV a pag. 2G2) presenta le once cube 
comprese nelle particolari misure. 

V.° Il volume di un parallelepipedo ,■ ed 
in generale ’l. volume di un prisma qual lin- 
cine ha per misura il prodotto della sua base 
per l’altezza. 

La proposizione è chiara per un parallelepipe- 
do qualunque per es. AG, chc-può sempre conver- Fig. a©x 
tirsi in un altro rettangolo equivalcntcAV formato 
sopra la base rettangola ABON equivalènte alla 
parallelog.* ABGD e colla medesima altezza AE”; * l.° Cor. 
quindi la misura sup. ABON X AE del sol. AV * *IV.°ScoL 
conviene al solido dato , rispetto a cui si può 
esprimere da sup. ABCD x AE cioè rial pro- 
dotto. della sua base per l’altezza. Avendo poi 
riguardo al 'prisma , si consideri da prima il 
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triangolare ABC<r£c, e si compia il parallelepi- 
pedo Ad determinato * dulie- stesse tre costole 
AC, AB, Aa ilei prisma.., il quale dev’ es- 
sere la metà del parallelepipedo anzidetto*. 
Chiamando adunque A d’altezza di questi due 
solidi, si ha la misura del parallelep. A d = 
sujk ÀCDB X 4, di cui la metà cioè sup. ACB* 
X A- conviene al prisma triangolare ÀBC«/>c, 
ch’è ’l prodotto della sua base ACB per l’altezza. 

Ora qualunque prisma poligono A BCDEn beile, 
tirando le diagonali DA, DB da un vertice D 
della base agli altri vertici ed i piani analoghi 
per ciascuna di esse c per Dd, si scompone nei 
prisjni triangolari DAEdue, DAB dab, DBG dbc 
della stessa altezza. .d del prisma poligono, di 
cui ciascuno ha per misura il triang. DAE , 
DAB , DBC di base per l'altezza comune A ; 
onde la somma di tutti cioè ’l prisma poligono 
ù misurato dalla somma de’ triangoli o sia dalla 
superficie della sua base poligona ABCDE mol- 
tiplicata per l’altezza A. Lo clic ec. 

Corollario. Due prismi qualunque stanno in 
ragion composta delle basi e delle altezze ; 
quindi poste equivalenti le basi stanno coniti 
le altezza , e poste eguali le altezze come le 
basi a somiglianza de' parallelepipedi rettan- 
goli. E due prismi sono in generale equiva- 
lenti , (juando hanno le basi B, B' in ragione 
inversa delle altezze A, A'; perchè dalla pro- 
porzione B : B' :: A' : A si ricava l’eguaglianza 
BA = B'A';eil in questa condizione l’altra si 
comprende di B = B\ A = A'. 

VI. 0 Il volume del cilindro ha per misura 
il prodotto della sua base per l’altezza. 
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Conciossiachè ’l cilindro, qualunque esso sia 
retto o obliquo *, si può riguardare come un 
prisma a basi circolari, che sono poligoni re- 
golari di un numero infinito di lati, e quindi 
la misura del cilindro è quella stessa del pri- 
sma. Volendo poi addinne direttamente la di- 
mostrazione , si deve ricorrere al noto metodo 
de’ limiti, considerando ’l prisma iscritto dif- 
ferente dal cilindro per una- quantità infinite- 
sima, che dà l’equazione de’ volumi V* — V —o 
. cioè V = V) e l’altra delle basi B' B =• o 
o sia B 1 = B; onde essendo A l’altezza comune, 
l’eguaglianza V* = B' x Al* si converte in V 
= B X -A, il che ec. 

Corollario. Chiamando al solito R il raggio 
della base circolare del cilindro e A d’altezza, 
la superficie della base si esprime da jR’ir*, 
e ’l suo volume da V ■=■ AR'n. E si rifletta 
che sussistono pe’ cilindri le stesse proposizioni 
sopra enunciate pe’ prismi *, cioè due cilindri 
qualunque stanno in ragion composta delle 
basi e delle altezze , ee. ec. 


* u5. VI.® 
e Seul. 
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Lemma avanti VII. 0 

In qualunque tetraedro si possono formare 
due serie indefinite di prismi triangolari in 
modo che Veccesso della somma di quelli della 
l a serie sopra ‘l tetraedro e del tetraedro so- 
pra la somma degli altri della 2* serie sia 
sempre minore di qualunque quantità asse- 
gnabile. 

Sia ’l tetraedro SABC , di cui uno spigolo Fig. 206. 
SC si divida a piacere in parti eguali per cs. 
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nelle tre •SI, -1F, FC, e pe’ punti di divisione 
si guidino i piani paraceli alla base ABC, che 
vi producono le comuni sezioni triangolari GUI, 
DEF, restando, al di fuori ’l' i° piano condotto 
per S. Sopra la base e ciascuna delle succes- 
sive sezioni si deve in ‘ogni segmento del te- 
traedro formare un prisma, di cui l’aggregato 
costituisce la i* serie. A quest’oggetto si tiri- 
no da’ vertici A e B due rette A a, B b paral- 
lele a SC , che occorrono al piano DEF pro- 
lungato ne’ punti a, b posti nel prolungamento, 
de’ lati FD , FE; perchè Aa dev’essere nello 
i9.I«Scol. stesso piano di SC e SA*, eh’ è quello della 
faccia SAC, e B b nel piano di SC e SB cioè 
della faccia SBC. In questa guisa i tre spi- 
goli paralleli A a, B b, CF compresi fra pia- 
ni paralleli determinano il prisma triangolare 
21 . Def.5. ÀBCflZdF o sia AF * colle basi ABC, ab ? , e 
le faccie laterali sono i due piani condotti per 
. . A a e B b, per BZ> e CF fuori del tetraedro, e 
il. terzo, per CF e A a cioè ’l piano della fac- 
cia SAC, e puossi questo prisma AF dire in 
parte esterno relativamente al tetraedro SABC. 

La stessa costruzione si replichi rispetto alla 
sezione DEF , ch’è quanto a dire si tirino le 
rette D d, Ee parallele a SC occorrenti al piano 
GIII ne’ punti J, e posti sopra i lati prolun- 
gati IG, IH per determinare ’l prisma DEFdel 
in parte esterno ; ed ancora si replichi rispetto 
alla sezione GUI, conducendo Gg, II/i paral- 
lele a SC*, che occorrono al piano tirato per 
S in g, h, per determinare ’l prisma in parta 
esterno GflIgAS o sia GS. Questi tre prismi 
AF, DI, GS si appartengono alla i* serie; tutù 
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convengono nella circostanza ili avere due fac- 
cio laterali fuori del -tetraedro e la terza nel 
piano della sua faccia SAC, o sia di essere in 
parte esterni ; ciascuno di essi è maggiore del 
corrispondente segmento del tetraedro, essendo 
per il i° la differenza espressa dal solido A aDBiE, 
ec.; onde la loro somma sarà certamente mag- 
giore del volume dell’intero tetraedro. 

Venendo poi a’ prismi della a a serie, questi 
si devono formare sopra ciascuna sezione presa 
come base superiore e comprendersi fra due 
sezioni consecutive; per lo che prolungando al 
di sotto gli spigoli P d, Ee del prisma DI, 
questi incontrano la base ne’ punti d', e' po- 
sti sopra i lati AC, BC, e le tre rette paral- 
lele Ud', Ee', FC comprese fra piani paralleli 
insieme a’ piani ec. determinano nel r° seg- 
mento ’i prisma triangolare d'e'CDEF o sia 
d'F interno rispetto al tetraedro. Similmente 
gli spigoli G g, IIA del prisma GS prolungati 
in g\ A', ec. danno origine al prisma interno 
g'A'FGHI nel a® segmento; ma non può for- 
marsi prisma interno nell’ultimo segmento , e 
quindi ’l numero de’ prismi interni di questa 

serie è minore di uno dj quello de’ prismi 
in parte esterni della i\ Questa circostanza 
unita all’altra di essere ogni prisma interno mi- 
nore del segmento corrispondcute del tetraedro, 
eprimendosi pel i° d'F la differenza dal solido 
Ad'DBe'E ec. , fa sì che la somma di tutti i 
prismi interni debba resultare minore del vo- 
lume del tetraedro. 

Ora egli 'è facile di provare . che il prisma 
in parte .esterno di qualunque segmento è eguale 
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al prisma interiìo del segmento inferiore, cioè 
a dire il prisma DI = d' F, il prisma GS=g’I. 
Ed in vero eguali sono le basi DEF , (Ve ' G 
» 12. TV.° de’ primi due prismi DI ; d 1 F ; eguali 1 ', e sj- 
sfc®*- milmente poste le faccie laterali DEed, d'e'ED 
•19. XVl.° per ragione di DE = d'e ‘ , di Dd = d'D * , e 
* 6. V.° dell’ ang. <IDE = Dd'e' * ; ed eguali le loro 
rispettive inclinazioni sopra le basi, cioè gli 

* 20. V.° angòli diedri dDEF , D*/VC * ì il che im- 

* 22. 11° porla l’eguaglianza de’ due prismi DI , d'F * , 

potendosi la stessa dimostrazione replicare pei 
due prismi GS, g'I. E da ciò consegnila clip 
l’eccesso della somma de’ prismi AF DI 
4 - GS della 1* serie sopra la somma d'F -f- g'I 
della 2 1 si esprime dal prisma in parte esterno 
AF del i" segmento. 

Questo raziocinio sussiste , qualunque sia il 
numero de’ segmenti del tetraedro, che corri- 
sponde al numero delle parti eguali di SC, il 
quale numero può essere grande oltre ad ogni 
immaginare, nel quale caso piccolissima resulta 
la grandezza delle parti e quindi la distanza 
delle successive sezioni; e chiunque intende 
come dalla divisione di SC in tre parti stabi- 
lita nella figura si faccia passaggio a quella in 
6, in 12, ec., suddividendo ogni partfe in 2, 
cc. ec. L’altezza dunque del prisma in parte 
esterno del i° segmento si può rendere sem- 
pre più piccola di qualunque quantità assegria- 
bile , ciò che ravvicina sempre più a zero il 
* V.° suo volume *, t ch’esprime la differènza dello 
rispettive somme de’ prismi delle due serie; e 
siccome ’1 volume del tetraedro si comprende 
fra le due somme anzidetto, così a forziori si 
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conchiudo clic la differenza fra la somma dei 
prismi in parte esterni della f " serie e ’l te- 
traedro , o fra * l tetraedro ù la somma dei 
prismi interni della 2 " serie può rendersi sem- 
pre minore di qualunque quantità assegnabile. 
Il che ec. 

V1I.° I due tetraedri SABC, TMNP, che 
hanno le basi ABC, MNP equivalenti , ed 
eguali le altezze , sono equivalenti. 

S’iuimagiui iu ciascun tetraedro uno spigolo 
diviso nello stesso numero di parti eguali, per 
es. SC nelle tre parti SI, 1F, FC, e TP nelle 
tre TZ, ZQ, QP, e po’ punti di divisione si 
guidino i piani paralleli alle basi, che deter- 
minano le sezioni rispettivamente equivalenti 
GUI e XVZ, DEF e ROQ. Imperciocché sì 
fatti piani paralleli dividono nello stesso nu- 
mero di parti eguali le perpendicolari espri- 
menti le altezze de’ due tetraedri *, e la gran- < 
dezza delle parti resulta la stessa nelle due 
perpendicolari eguali giusta l’ipotesi; per lo che 
le sezioni anzidette sono equidistanti da’ ver- 
tici S, T, e come tali equivalenti *. Costruendo 
adunque sopra le basi e le successive sezioni 
i prismi in parte esterni considerati nel lem- 
ma, devono essere equivalenti quelli similmente 
posti cioè AF e MQ, DI e RZ, GS e ^XT, 
avendo basi equivalenti ed altezze eguali*; 
onde la somma di simili prismi è costante in 
ogni tetraedro , qualunque sia ’l loro numero, 
che può crescere smisuratamente mercè la di- 
visione e suddivisione delle parti segnate in 
SC c TP. Ora si supponga questo numero poe- 
tato al segno, di, dare la di Ile l enza iulìpitesima 
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ira la somma do’ prismi di ciascuna serio e il 
rispettivo' tetraedro, il che, secondo ’l meto- 
do de’ limiti , chiamando P e P' le somme, 
T e T ' i volumi de’ tetraedri, dà l’equazioni 
P — r=o, P'~T'=p, o sia P=T, P‘=T'i 
allora avendo dimostrato P = P' Ì ne Conse- 
guita T=T' Ì ch’è, l’equivalenza de’ volutili 
de’ dne tetraedri. O in altra guisa se ci pia- 
cesse di supporre differenti i due tetraedri, am- 
mettendo per es. T— T‘ = </, si potrebbe in 
forza del lemma rendere la differenza P' — jT'<d, 
come quella ch’è capace di divenire minore di 
qualunque quantità assegnabile e per conse- 
guente di d per quanto piccolo si volesse im- 
maginare; e questa ineguaglianza P 1 — T‘<jd 
o sia P' — T' < T — T' per ragione di P—P 1 
si convertirebbe nell’altra P-^—T' < T — T\ 
che darebbe l’assurdo di P < T. Dunque ec. 

Vili. 0 Il volume di Una piramide (jualun- 
t pie è misurato dal terzo del prodotto di base 
per altezza. 

Considerando da prima la piramide triango- 
lare SABC, ci facciamo a provare che ’l suo 
volume è la terza parte del prisma costruito 
sopra la sua stessa base ABC e colla medesi- 
ma altezza. A quest’oggetto si guidino da due 
vertici qualunque per es. A, C le rette AM , 
CN parallele cd eguali allo spigolo BS , e la 
mercè de’ piani convenienti si determini il pri- 
sma triangolare ABCMSN della stessa base cd 
altezza del tetraedro SABC ; il quale pri- 
sma si può considerare formato da esso tetrae- 
dro e dalla piramide quadrangolare SACNM 
col vertice in S e colla base paraUelog/ ACNM 
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corrispondente ad una faccia del nristna , che 
si vede separatamente nella figura. Se si con- Fig. 207. 
duce in questa faccia la diagonale AN ed il 
piano definito pel punto S e per AN.*, viene * 19- 1° 
la piramide quadrangolare a scomporsi ne’ due 
tetraedri SAMN , SACN equivalenti * , come * VII. 0 
quelli che hanno le basi eguali AMN, ACN * * I2 - u -° 
e la stessa altezza per ragione del vertice co- 
mune S. Ora uno di essi tetraedri SAMN si 
può considerare col vertice in A e colla base 
MSN, il che dà la stessa altezza del prisma, 
ch’è quella del tetraedro SABC, e la base MSN Fi B- 20 7 * 
eguale alla base ABC; dunque 1 due tetraedri 
SAMN , SABC sono equivalenti * , e quindi * VII ® 
tutti e tre i tetraedri SABC , SAMN , SACN 
componenti ’l prisma resultano equivalenti fra 
loro, ch’è quanto a dire ’l tetraedro SABC è 
la terza parte del prisma ABCMSN e di qua- 
lunque altro della stessa altezza, che può co- 
struirsi sopra la stessa base ABC*. Laonde la *V.°Cor. 
misura del tetraedro è la terza parte di quella 
ilei prisma valutata dal prodotto di base per 
altezza *, il che verifica l’enunciazione nel caso * V.° 
del tetraedro. 


iguardo ad una piramide poli- 
ti A BCDE, essa può scomporsi F 'S- ’ 7 8 - 
lBE. SBEC, SCED della stessa 
sua altezza , di cui ciascuno ha per misura il 
terzo del prodotto della rispettiva base trian- 
golare “per l’altezza; onde si stabilisce essere la 
loro somma cioè la piramide poligona misurata 
da un terzo della somma delle basi ABE-f- 
BEC rj- CED cioè da un terzo della sua base 
ABCDE moltiplicata per l’altezza. Lo che ec. 


Avendo poi r 
gona qualunque 
ne’ tetraedri S.A 
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. Corollario. La proposizione adunque stabi- 
lita pel tetraedro si estende ad una piramide 
qualunque, ch’è sempre la terza parte di un 
prisma costruito sopra la sua base e colla stessa 
altezza.. Se poi .veniamo comparando due pi- 
ramidi fra loro, che hanno i volumi F, F 1 , 
le basi B, B\ e le altezze A , A* , si ottiene 


V\ V' :: : :: B x A : B' x A\ 

o o 


cioè due piramidi qualunque stanno in ragion 
composta delle basi e delle altezze , non altri- 
menti che i prismi; quindi , per le piramidi sus- 
sistono le stesse proposizioni altrove notate pei 
■ v.° Cor. prismi*, o sia le piramidi di basi equivalenti 
stanno come le altezze, ec. ec. 

Scolio. Stabilita la misura delle piramidi, 
siamo in istalo di valutare il volume di qua- 
lunque poliedro, che può sempre scomporsi in 
piramidi, q quindi la misura del poliedro re- 
sulta dalla somma di tutte le misure delle 
Fig. 177. piramidi. Così per es. nel caso del poliedro 
• aa. X.° ABCDEKII già considerato* si hanno le tre 
Scol. piramidi componenti cioè la pentagoni HABCDE 
c le due triangolari 1IEAK, 11ABK; per lo che 
non si deve far altro che misurare le supcr- 
* 18 . X1II.° licie delle basi* e le perpendicolari abbassate 
dal vertice comune II sopta le stesse, molti- 
plicando ogni superficie per la rispettiva al- 
tezza, e prendere in fine ’l terzo della somma 
de’ particolari prodotti. La scomposizione poi 
dei dato poliedro in piramidi è arbitraria, pur- 
ché vi si comprenda l’intero suo volume; e 
d’ordinario si sceglie quel sistema ch’è più co- 
modo per la misura, avendo riguardo alle basi 
ed altezze. 
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15L° Tl volume del cono ha per misura il 
terso dèi prodotto della base per l’altezza. 

Imperciocché qualunque cono, Tetto o obli- 
quo che sia, si può riguardare come una pira- 
mide a base circolare *, e però la sua misura 
è quella stessa della piramide. Si può ancora 
recare la solita dimostrazione del metodo dei 
limiti, considerando la piramide iscritta diffe- 
rente dal cono per una quantità infinitesima , 
nel quale caso si ha l’equazione dei volumi 
V — y —o o sia y =at y, e l’altra delle 
basi J3'=^=B; per lo che chiamando A l’al- 
tezza comùne, si ottiene l’eguaglianza y* = 

B'xA* : * v 

s , e questa si converte in y = — ■- — 

3 j 


giusta l’enunciazione. 

Corollario. Ritenuta la soijta segnatura del 
raggio R della base e dell’altezza A ,• si ha il 

AR 1 * 

volume del cono y — — - — , ch’è la terza parte 


del cilindro della stessa base ed altezza * ; c 
pei coni si verificano le stesse proposizioni già 
enunciate per le piramidi *, cioè i coni stanno 
in ragion composta delle basi e delle altezze , 
ec. ec. ; ed in queste proprietà convengono i 
prismi, le piramidi, i cilindri, ed i coni, come 
in particolare si è notato. 

X.° Se si taglia la piramide o ’l cono con 
un piano parallelo alla base , il volume del 
tronco piramidale o conico è eguale a tre 
piramidi o coni della stessa altezza del tronco 
di cui le basi sono la base inferiore del tron- 
co , la superiore , e la media proporzionale 
geometrica fra le stesse. 


• 25. VII.» 
C Scol. 


* vili.* 


•Vi.» Cor. 
VlII.°Cor. 
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Sia la piramide SABCD ec, , e si consideri il 
tronco compreso fra le base ABCD ec. e la se-, 
zione abeti ec. parallela alla base *. Supponendo 
conosciuti i lati omologhi AB = a , ab = b, 
l’altezza del tronco Oo = d, si cerca l’altezza 
So = x della piramide superiore S abeti ec. 
per mezzo della proporzione “ AB (=s= a) : ab 
(==b) SO (=3 x + d ) ; So(=zc),la quale dà 
ax=zb(x + d) (Alg. 1 n,° 171 ) o sia ax== 

bx-\-bd ì e se ne deduce x = (^8 e ^ ra 

n.° 5o). In questa guisa chiamando B la super- 
fìcie della base ABCD ec. e B 1 quella dell’al- 
tra abed ec. si ha * la piramide SABCD ec. 

__ B(x + d)^ Sabcd ec. = ^ , di cui la diffe- 

lenza esprime il tronco = — 1 = 

B)x-\-Bd . ^ sostituendovi ’1 valore su- 

. bd B-B‘ 

periore di x t si ottiene tronco — — 3~ 


+ 3 * 


Volendo trasformare questa espressione, si 
ricorre alla proporzione 1 * B : B 1 1! a* • b 1 , che 


somministra B' = — — , e quindi B — B 1 — B 
( a> - *’) B _ (a + bj{a^-b) B , nni]p in 

a* 4 a* . a ' . 

forza della sostituzione di questo valore ne re- • 
bd(a + b)(a — b)B . Bd 


sulta tronco 




3 (a — b) a* 

bd(a-{-b)B , Bd bdB , b'dB , Bd__dJbB^ 

3a> '3 3« ' 3a* "** 3 3\« 
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— r + B y In questa fòrmula appunto si com- 
prendono le misure delle tre piramidi sopra 
enunciate:// è l’altezza comune di tutte, B la 

b'B . 

base inferiore del tronco, — = B' la superio- 
re, e la media proporzionale geometrica fra B 


e B' cioè fra B e (Alg-“ n.° 172); il che ec. 

Si consideri adesso il cono SAB e ’i suo 
tronco definito dalla sezione circolare CEL pa- 
rallela alla base * ; e s’immagini la piramide * 
triangolare TMNP colla base MNP equivalente 
al circolo * di base del cono, e della stessa al- 
tezza del cono. Allora situando le basi della 
piramide c del cono sopra lo stesso piano, il 
prolungamento del piano secante CEL deter- 
mina nella piramide la sezione mnp equivalente 
al circolo CEL; perchè queste due sezioni sono 
equidistanti da’ vertici T , S , e si può con- 
chiudere la loro equivalenza *, essendo sì nella 
piramide clic nel cono il rapporto della seziono 
alla base eguale a quello de’ quadrati delle di- 
stanze “. Equivalenti resultano adunque la pi- 
ramide TMNP e ’l cono SAB , la piramide 
T mnp e ’l cono SCL , e quindi i rispettivi 
tronchi ; onde le tre piramidi sopra determi- 
nate rispetto al tronco piramidale si conver- 
tono ne’ tre coni, che hanno la stessa altezza 
del tronco di cono e le tre basi corrispondenti 
alla Base inferiore, alla supcriore ed alla me- 
dia geometrica fra le due basi anzidetto del 
tronco di cono, li che ec. 

47 


Fig i«)2. 
a 5 . Vili.» 
* 18. X.° 


•ai. VII.® 
Scoi. 

* a3. II 0 
Cor. 
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Corollario. Indicando al solito per R e R 1 
i raggi delle due basi del tronco di cono, la 
superficie della base inferiore è i?V, la super- 
ficie della superiore /?'’#, eia loro media pro- 

J iorzionale geometrica R , R l, ‘x'=RR'ie;pcr 
o che chiamando'^ l’altezza del tronco, si 

ottiene ’l suo volume/''" — ^R’ir-\-R' , 'ir-\-RR't) 

(il’ -j - R 1 ' -fiili?'); il quale volume si 

sarebbe ancora ottenuto immediatamente con 
determinare da prima l’altezza SE == x del 
cono superiore SCL per mezzo della propor- 
zione AO (— R) : CE (== R') SO (=^fx) 

:SE(=.r), che avrebbe dato oc =-^-^ 7 , e 


quindi ’l volume del tronco eguale alla differenza 

de’ due coni SAB— SCL~ ( ' X+ ^ R ]*~ xRI, * = 

Wfl» — K') + AR'* 

— - - y - - , ec. ec. 


XI. ° Il solido descritto da un triangolo 
qualunque , che si rivolge intorno ad un asse 
condotto a piacere per uno de* suoi vertici , 
purché non sia dentro al triangolo , ha per 
misura il prodotto del terzo della perpendi- 
colare guidata dal vertice sopra ’l lato op- 
posto per la superficie convessa descritta da 
questo lato. 

i.° Caso. Sia il triang. ABC, e l’asse con- 
dotto pel vertice C coincidente col lato CA. 
Allora se la perpend. BH abbassata sopra l’asse 
CA dal vertice opposto B cade dentro al trian- 
golo, la sua rivoluzione intorno all’asse CA 
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equivale a quella de’ due triangoli rettangoli 
CBH , ABII , ch’è quanto à dire il solido ge- 
nerato dal triang. ABC resulta da’ due coni 
colla base comune di centro H e raggio BH 
c co’ vertici in C e A, il quale solido prende 
il nome di doppio cono; ed io dico dover es- 
sere. la misura di questo solido una terza parte 
del prodotto della perpend. CM, sopra AB per 
la superficie convessa del cono descritto dal 
lato ÀB opposto a C. Imperciocché l’espres- 
sione primitiva della misura del doppio cono 

• ' r 1 nu * CA x sup. BH* 
cioè di. sol. CBA ss u - per ragione 

,. un BH X«’rc. BH* 

di sup. BH = — : — prende la forma 

1- i pir» * CA x BH x circ. BH 

di sol. CBA ; ed avendo 

a . 3 

riguardo a’ triangoli rettangoli simili CAM, 

IIAB, che danno la proporzione CA : CM:;AB 

: BH e quindi CA X BH = CM X AB, la stessa 

. • • 7-i r, a CM x ABxcirc.BH 

si converte in sol. CBA = — . 

a . ò 


Ora il prodotto * ™ rc ' ^ è la misura della 

superficie convessa del cono descritto da AB*, 
cjie noi indichiamo per sup. con. AB, onde si 
ottiene là misura enunciata sol. CBA = 

CM X sup. con. AB 
~~ 5 * * 

Se poi la perpend. BH cade fuori del trian- 
golo CBA, il solido generato dallo stesso cor- 
risponde alla differenza de’ coni de’ due triàn- 
goli rettangoli CBH , ABH , cioè all’ esterno 
presenta la superficie conica di CBI 1 , ed al- 


* IX.» 

* 18. X.« 


* a 5 . VII.» 


Fig. 209. 
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l’interno ’1 volo. conico di ABTI. Por lo che si hd 


sol. CBA = 



CAx-mp.BH 


c si continua la dimostrazione come sópra.- 
Fig. 210. 2. 0 Caso. Sia l’asse CD fuori del triangolo 

CBA, e ’l lato BA prolungato occorra all’asse 
in D. Abbassando da’ vertici A, B le perpen- 
dicolari AK, BH sopra CD, se queste cadono 
F. aio. N.i. dalla stessa parte rispetto a C, il solido gene- 
rato dal triang. CBA presenta all’esterno la 
superficie del tronco di cono del trapezio AKHB 
insieme a quella del cono del triangolo rettan- 
golo CBH posato sopra la sua base inferiore , 
mentre all’interno ci ha ’l voto conico del trian- 


golo rettangolo CAK sopra la base superiore 
del tronco e col vertice in C. Se poi le per- 
F. aio. N.a. pendicolari anzidetto cadono in parli opposte 
rispetto a C, allora ’l solido resulta dal tronco 
di cono del trapezio AKTIB co’ due voti co- 
nici de’ triangoli rettangoli CAK , CB 1 I , che 
hanno ’l vertice comune in C e le stesse basi 
del tronco. Frattanto si può la dimostrazione 
derivare in generale dal i 0 caso di questo teo- 
rema, riguardando ’l solido genarato dai trian- 
Fig. 2io. golo CBA come la differenza de’ dne solidi dei 
triangoli CBD , CAD , che si rivolgono intor- 
no all’asse CD coincidente col lato. In questa 
guisa si tira la perpend. CM sqpra AB , e si 
stabilisce sol. CBA = sol. CBD — sol. CAD = 


CM . -r» i v CM 

-y x {sup. con. DB — sup. con. DA) == — 


X sup. di tronco di AB, essendo appunto la 
di inerenza delle due superficie coniche di DB 
e DA espressa dalla superficie convessa del 
tronco di cono descritto da AB. 
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3.° Caso. Sia l’asse CD parallelo al lato A lì Fig. 
del triang. CIìA, nel quale caso le perpendico- 
lari AK e BH sopra l’àsse CD, e CM sopra AB 
sono eguali. Allora se le prime due perpendi- F. un. N.i. 
colali cadono dall’una e dall’altra parte di C, 
il solido del triang. CBÀ corrisponde al cilin- 
dro del rettangolo BAKH co’ due voti conici 
dei triangoli rettangoli CAK, CB1I allantemo. 

Cioè si ha sol . CBA = ci/.° BAKH — cono CAK 


1 — cono CBH = ^ KH 


2KH 


KH \ 

— W sup. CM = 
aKH CM . 

CM = t-*' X — X circ. CM= 
a 


X sup. CM = 


KH x CM x «re. CM 
3 ; 


ma KHXc/rc. CM è la mi- 


sura della superficie convessa del cilindro descrit- 
to da AB"; dunque si ottiene a tenore dell’cnun- * 25. VI.° 

dazione sol. QBA=-^- x sup. cil. AB. Se poi fe 


due perpendicolari AK, BH cadono dalla stessa f.jh.IN.j. 
parte di G, il solido resulta dal cilindro di BAKH 
insieme al cono di CBH all’estèrno e dal voto 
conico di CAK‘ all’interno, e si ha 'sol. CBA 
= cil* BAKH -j- cono CBH — cono CAK = 


CH— CK\ „„ KH\ 

H -|- — \ X sup. CM = l KH j- j 

qKH ' 

sup. CM = — — x sup. CM, continuando la 


dimostrazione come sopra. Dunque cc. 

Scolio. Molto elegante resulta il teorema già 
dimostrato, come quello che comprende in unica 
formula la misura de’ solidi in apparenza di- 
versi , che possono generarsi dalla rivoluzione 
di un triangolò qualunque intorno ad un asse, 
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ed ancora vi si comprende ’l caso del cono ge- 
nerato dal triangolo rettangolo giusta la defi- 
nizione i" del § 23 ; imperciocché nel triau- 
Fig. iog- golo rettangolo per es. C 11 B riguardando C co- 
me vertice e ’l cateto Cll come asse, lo stesso 
cateto CII esprime la perpendicolare condotta 
ila C sopra ’i lato opposto BH , ch’è l’altezza 
del cono, e la superficie descritta da BH è il 
piano circolare della sua base, e così la ilota mi- 
CH 

* IX.» sura -A- Xsup. BH* di questo cono entra nella 

formula generale del teorema. E qui si osservi 
F. 208 -a n. c he l’ anzidetto formula generale sol. CBA== 
OI x slip- di AD tradurre in un’altra 

O 

espressione, quando si riflette che la superficie 
» convessa descritta da AB ha per misura la retta 
generatrice AB moltiplicata per la circonferenza 

• a5. TX.° C descritta dal suo punto di mezzo*, il che 

i> , CMxABxC rUu 

ria sol. CBA = ^ ; e siccome CM X 

AB corrisponde al doppio dell’area del trian- 

• j8. Vl.o golo CBA*, così l’ultima espressione si con- 

verte in sol. CBA = ì CBA X C cioè a dire 
due terzi del prodotto dell’area del triangolo 
CBA per la circonferenza descritta dal mezzo 
del lato AB opposto al vertice C, donde si 
conduce l’asse , ch’è la misura enunciata nella 
Gcomet." di Le-Gendre(V. lib. vm. propos.xiv). 
Corollario. Considerando una serie di triad- 
Fig. 194. goli formati da’ successivi lati AB, BC, CD, 
ec. di un poligono regolare al centro L dii 
circolo iscritto 0 circoscritto cioè ABL, BCL, 
CDL , cc. cd un asse qualunque condotto per 
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L, le perpendicolari abbassate dal vertice co- 
mune L sopra i lati opposti AB, BC, CD, oc. 
corrispondono eguali al raggio del circolo iscrit- 
to * ; per lo che il solido generato dalla ri- * i3. li. 0 
voluzione di qualsisia numero di simili trian- 
goli , che compongono un settore poligono , 
ha per misura il prodotto di un terzo del 
raggio del circolo iscritto per la superficie 
descritta della serie de ' lati AB, BC, CD, oc. 

Questa i* espressione si può trasformare in un’al- 
tra, sostituendovi ’l valore della superficie eguale 
alla porzione dell’asse compresa fra le perpen- 
dicolari estreme moltiplicata per la circonfe- 
renza del circolo iscritto “ ; e siccome ’l prò- * a5- X.° 
dotto di raggio per circonferenza dà il doppio 
della superficie ai circolo iscritto*, così ne prò— * >8. X.® 
viene la a* espressione del solido generato dal 
settore poligono, cli’è il prodotto di due terzi 
della porzione dell’asse compresa fra le per- 
pendicolari estreme per la superficie del cir- 
colo iscritto. In questa guisa chiamando R il 
raggio , K la superficie del circolo iscritto , e 
supponendo l’asse AF, si ottiene il solido ge- * 
ncrato dal settore poligono LABCD = j AIIxAT, 
quello del settore LBCDE = J RK X AT, c nel 
caso del poligono regolare di un numero pari 
di lati l’intero solido generato dal semipoli- 
gono ABCDEF ha per misura il prodotto di 
un terzo del .raggio del circolo iscritto per 
la superficie descritta dal semipoligono o sia 
ìATx'K. 

XII.” Il settore sferico generato dalla ri- Fig. 195 . 
soluzione del settore circolare OBA intorno 
gl raggio OA comò asse ha per misura il terzo 
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del raggia moltiplicato per la superficie della 
zona descritta dall ’ arco BA , la quale zona 
gli serve di base ; e l'intera sfera è misurata 
dal terzo del prodotto del raggio per la su - 
perfide sferica. 

Imperciocché qualunque arco BA del circolo 
sensibilmente si confonde con una serie di lati 
del poligono regolare circoscritto , dalla quale 
serie non- differisce che per una quantità infi- 
nitesima; per lo che giusta il noto metodo dei 
limiti il solido geiieratodal settore circolareOBA 
intorno all’asse OA si può stabilire eguale al 
solido del settore poligono compreso fra gli stessi 
raggi OB , OA , ed è come tale misurato dal 
prodotto del terzo del raggio per la superficie 

* XI.» Cor. descritta da quella serie di lati* cioè dall’arca 

BA, costituendo questa superficie la zona ad una 
sola base, di cui ’l raggio corrisponde alla per- 
pendicolare BX condotta da B sopra 1’ asse OA, e 

* a5. X1I.° raltezza alla porzione AX dell’asse*. Riguardando 

poi ’l setniciicolo AMF come un semipoligonQ 
regolare che si rivolge intorno all’asse A'F eguale 

* a5. XI.° al suo diametro * , ne conseguita che ’l solida 

generato cioè la sfera debba avere per misura 
il prodotto del terzo del raggio per la superficie 
descritta da quel semipoligono 0 sia dal semi- 
circolo, eli’ è appunto l’intera superficie sferi- 
ca. 11 che ec. 

Corollario 1 .* La sfera adunque va compresa 
per ragione della sua misura nella classe de’ so- 
lidi piramidali, e si può a dire ’l vero riguar- 
dare; come l’aggregato di un numero influito di 
. piramidi co’ vertici comuni al centro e colle 
basi iufiuitesiinc prese sopra la superficie sfe- 
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rica; onde la sfera è equivalente ad una pira- 
mide , che ha per altezza ’l suo raggio e per 
base la sua superficie cioè un circolo di raggio 
doppio di quello della sfera *. E si può stabi- 
lire la seguente formula per calcolare ’l volu- 
me V della sfera, ch’è V— ^ X = 

cui si può dare un’altra forma, sostituen- 


dovi la metà del diametro D cioè — in vece di 




e si ottiene V '= 


4D S «- 

TI 


7>V 
6 ‘ 


Corollario 2. 0 Se s’immagina un poliedro 
formato da piani tangenti alla superficie sferi- 
ca, che di cesi poliedro circoscritto alla sfera, 
si può lo stesso scomporre in piramidi co’ ver- 
tici al centro della sfera , prendendo ciascuna 
delle sue faccie come base. Così tutte le pira- 
midi devono avere la stessa altezza espressa 
dal raggio della sfera condotto al punto di con- 
tatto della rispettiva base *, e ’l volume di cia- 
scuna corrisponde al terzo del raggio della sfera 
moltiplicato per la faccia del poliedro che le 
serve di base. La somma adunque di tutte le 
piramidi o sia ’l volume del poliedro * resulta 
eguale al prodotto del terzo del raggio della 
sfera per fa somma di tutte le sue faccie cioè 
per l’intera sua superficie, e quindi i due vo- 
lumi della sfera e del poliedro circoscritto 
stanno nello stesso rapporto delle rispettive 
superficie , togliendo ’l fattore comune un terzo 
del raggio da’ due termini del rapporto;’ la 
quale proposizione è analoga a quella stabilita 

48 


* aà. Xt.° 
Cor. 


* 25. V.° 


*YIII.“Scol. 
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pel circolo rispetto al poligono circoscritto, ili 
cui le aree conservano il medesimo rapporto 
de’ perimetri *. 

Corollario 3.° Volendo esprimere ’l volume 
V del settore sferico generato dal settore cir- 
colare OBA, s’indica per A l’altezza AX della 
zona che gli serve di base, il che dà la super- 
* u5. XII. 0 ficie di questa zona 3 ARit * è quindi la for- 
Cor ' , T r R 2 R'A* c . . 

mula r = — x zAliie — — ^ — . oi può ancora 


considerare un s“ settore circolare concentrico al 
i" e determinato dagli stessi raggi OB, OA pro- 
lungati cioè il settore OKH, che rivolgendosi 
intorno allo stesso asse OH produce un 2 ° set- 
tore sferico , cui corrisponde la zona generata 
dall’arco KH,che ha ’l raggio della base espresso, 
dalla perpendicolare KG sopra l’asse e l’altezza 
da HG. La differenza di questi due settori sfe- 
rici concentrici dà origine ad un solido com- 
preso fra le due superficie sferiche BAC, KHL 
c fra la superficie convessa del tronco di cono 
descritto da BK , cui si dà in architettura il 
nome di calotta sferica ; e noi veniamo qui 
stabilendo la formula, allineile se ne possa fa- 
cilmente calcolare il volume. A quest’ oggetto^ 
si supponga il raggio della sfera più piccola 
OB = i? , quello della più. grande OK = R\ 

C l’altezza della zona nella sfera più piccola 
cioè AX — A, da’ quali dati si può da prima 
dedurre l’altezza HG della zona nell’altra sfera; 
imperciocché essendo simili i due archi 13A, 
Kll e i loro doppi BAC, KHL, le altezze AX, 
HG sono dimensioni omologhe proporzionali 
* '!■ VT° a’ raggi % c quindi si ha II : li 1 A : 11G = 
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— In questa guisa si ottiene il settore sfe- 

•> /?' 'A*' . 

da cui 


RfA 
~R 

rico OKL = 2 X — • X -R'V 


3/t 


■>.R‘A* 
3 

ne resulta il volume della calotta 


sottraendo l’altro settore sferico OBC = 

iR^A* 

ÒR 


2 R‘ r A* — 2 R} A* ?.A* 


(. R 13 — /I 3 ). 


3/t 3/t 

Corollario 4-" parte t/e/ volume della 

sfera racchiusa fra due semicircoli massimi 
condotti per lo stesso diametro come per es. 
AMF, A1F, che dicesi per ragione della jua 
figura cuneo o unghia sferica, ha per misura 
il prodotto del terzo del raggio pel fuso cor- 
rispondente. Ed in vero il rapporto stabilito 
fra la superficie sferica e il fuso * vale ancora 1 
pe’ volumi cioè per la sfera e pel cuneo, per- 
chè in quella dimostrazione la coincidenza dei 
fusi si argomenta dall’altra de’ rispettivi volu- 
mi. La sfera adunque- sta al cuneo MAFI come 
la superficie sferica al fuso AMFIA o come il 
prodotto di un terzo del raggio per la super- 
ficie sferica al prodotto di un terzo dei raggio 
pel fuso ; cd essendo la sfera eguale al primo 
prodotto, ne conseguita ’l cuneo eguale al se- 
condo. Volendo poi valutare il volume del cu- 
neo, fa d’uopo conoscere l’arco = il che 

dà il fuso - X 4-KV nella supposizione di 

fT* . 

e ’l volume del cuneo o dell’unghia sfe- 
3bo • ° 

rica V—\ X - X 4^’* 

3 n 


AR\ 


z/v 


3/t 


6» 


a 5 . XIII.» 


* 25. XIII. ° 
Cor. ’ 
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Lemma, avanti Xllf. 


Fìg. aii. Il solido generato dalla rivoluzione del seg- 
mento circolale A M 13 intorno al diametro 1)F 
posto al di fuori nel verso delle due per- 
pendicolari estreme AC , BK ha per misura 

% X CK X AB • 
o 

Questo solido presenta all’esterno la zona de- 
• a5. XII. ° scritta dall’arco AB* ed all’interno un voto cor- 
rispondente al tronco di cono descritto dalla 
corda AB, e può riguardarsi come la differenza 
de’ due solidi generati dai settore circolare 
OBMA e dal triangolo isoscele OBA. 11 primo 
di questi solidi esprime la differenza de’ due 
settori sferici prodotti da’ settori circolari OBD, 
• • • • • 

’-Yll. c Cor.3. OAI) , di cui le rispettive misure sono‘-y- 
xDC, e quindi si ha sol. OBMA = 
(DK — DC) = x CK. Per valutare il 

J ” 

secondo, si conduce la perpend. QI so j ira AB, 

e si stabilisce sol. OBA = — x sup. di tronco 

*X1.; di AB”; e siccome 1 è ’l mezzo di AB“, 
9 ' IV ‘ cosi abbassando la perpend. Ili sopra l asse 
DF, si ha la superficie del tronco di AB espres- 

* v5. X.° sa t | a CK X circ. 01 *, il che dà sol. OBA = 

* 18 . XTI.° y X GKx circ. 01 = y * X CK X 2 * X 01* 

= y X Ul X CK. Onde si ha sol. AMB = 
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sol. OBMÀ— so/. OBA= a 3 - x CK x (7?’— ÒT) , 
la quale fòrmula, posto * OA cioè R' = Ol -J- * 

AI =01 + “T“ e quindi R 1 — Ò1 =^- si 

4 4 

converte in sol. ÀMB= X CK x -7- = 

J 4 

* X CK X AB . Lo che ec. 
o 

Scolio. Nel caso del segmento circolare FPE, 
che si rivolge intorno al diametro DF condotto 
per la sua estremità F , si ottiene sol. FPE 

= sol. OFPE — sol. OFE = ~ x FT — 
-X ORx FT = j X FT (R'-~ 0R J ) = 

x FTx ^ = g X FT x FE’- 

XIII. 0 Il volume compreso riella zona * , 
che dicesi segmento sferico, ha per misura la 
semisomma delle due basi moltiplicata per la 
sua altezza , più la sfera , che ha per diame- 
tro quest'altezza. 

Riguardando il segmento sferico come gene- 
rato dalla rivoluzione della figura piana misti- 
linea CAMBK intorno al diametro DF, i raggi 
delle due basi parallele si denotano da AC =s, 
BK = t , l’altezza da CK = a , e questo seg- 
mento equivale alla somma del solido generato 

dal segmento' circolare AMB = ~ x AB * , e 
del tronco di cono prodotto dal trapezio CABK 


14 . XT.° 
Cor. 5. 


*25. XII.» 


* Lem. 
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* x.° Cor. — __ (V -j- t' -j- st)*. La i" espressione si può 

trasformare in funzione di t per mezzo del- 
l’eguaglianza AB =AN -f- BN =AiN -f(BK-— 

NK)* = CK + (BK — AC) , = fl 1 + (« — *)*= 
a' V — 2 st + j 1 (Alg. a n.° -85), cioè si ot- 
tiene sol. AMB = ^ (a 1 - V — 2 st -f- P), clic 


sommata colla 2 " espressione ridotta allo stesso 
denominatore G somministra segm. sfer. CAMBK 

— ‘ — •+• s ' + 2i’ -j- 2 P -j- 2St) = 

«a . , , - , . ,s («v + «m’N «-a 3 . , , 

(a -f- 3< +3$ )= ^ ) « + -g aoefe 

* 18 . XII.° semi somma delle due basi de ’ raggi s , t ’ 
moltiplicata per V altezza a piu la sfera di 
*XII°Cor. 1. diametro a*. 

Scolio. Nel caso del segmento sferico ad 
unica base , che puossi considerare generato 
dalla figura mistilinea FPET , il raggio della 
base corrisponde a ET = m, l’altezza a FT=Z>, 
e si ba segm. sfer. FPET = sol. FPE -}- cono 


'Lem. Scol. 
** XI.® Cor. 


FET = x FÉ* + = ~ (»’ + 4*) + 

«iCb «b , , . , , N , . «V 

— = g- («‘+4* + aM')= - XH-g 


cioè la metà dell’unica base di raggio u mol- 
tiplicata per l’altezza b più la sfera di dia- 
metro b, la quale espressione va compresa in 
quella enunciata nel teorema, essendo zero il 
raggio di una delle due basi. 

A1V.° .1 volumi de’ solidi simili stanno 
come i cubi delle dimensioni lineari omologhe. 


Digitized by Google 



3 79 

Cominciando a discorrere de* poliedri; affer- 
miamo da prima la proposizione per le pira- 
midi simili. Ed invero due piramidi qualunque 
stanno in ragion composta delle basi B , e 

delle altezze A , a, cioè si 


. v n a' 

ha -= -7— 

e ùa 


*VIII.°Cor. 


ma 


nelle piramidi simili le basi, che sono poligoni 
simili, conservano 1 rapporto de’ quadrati dei 
lati omologhi *, e quindi delle dimensioni omo- * ,8 - x V-° 

. . . B A * 

loglio e delle altezze*, o sia si ottiene j== 


o’ 


32. 1X.° 
Scoi. 


V A 3 

dunque ne resulta — = cli’è quanto a dire 

i volumi delle piramidi simili sono come i cubi 
delle altezze ed in generale delle dimensioni 
omologhe. Stabilita la proposizione per le pi- 
ramidi simili, l’altra ne conseguita de’ polie- 
dri simili, che possono scomporsi nello stesso 
numero di piramidi simili*, e che hanno pro- 
porzionali tutte le dimensioni omologhe linea- 
ri * ; imperciocché le piramidi simili conservano 
costantemente lo stesso rapporto, eh’ è quello 
de’ cubi delle dimensioni omologhe, e questo 
rapporto si estende alle rispettive somme cioè 
a’ poliedri , come si è appunto praticato per 
le superficie *. 

Venendo poi a’ solidi rotondi simili*, fac- * 25 .XIV.' 
ciamo le seguenti considerazioni. 

, ... V AR’« * * VI.° Cor. 

i . ° re cilindri e pe coni si ha - 


* 22. X.° 

Scol. 

* 22. IX. 0 

Cor. 


* 35. V.° 


«r’ir 


AR 


= , e nel caso della similitudine , che dà *IX.°Cor. 

ar’ ’ 


A R . V 

— = - , ue proviene — : 


R' 
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V 

, a.® Pc’ tronchi ili cono si stabilisce - = 

v 

• X.° Cor. A(R' + R‘ ' + RR')\ . . , 

— ■ —, — ^ — : e siccome posta la smu- 
«(r* + / a + rr>) ’ 1 

... R R' A L . fl’ R h 

Illudine si da — = , — — — -7- o sia — =-7- 

r r a l r 1 r ' 1 

RR' . . . 

= 77 » da CU1 51 argomenta — = 

R‘ A 1 ... . . .... 

— = — = cc. (Alg.* n.° 177), cosi si ottiene 

v a? r* 

3 .* Pe’ solidi generati dallo stesso numero di 
lati di poligoni regolari simili, chiamando J, 
a le porzioni degli assi comprese fra le perpen- 
dicolari estreme, « 9 , s le superficie convesse de- 
scritte dalle serie di lati , R , r i raggi dei 

•XI «Cor. , V RS* , „. 

circoli iscritti, si ha — = ; ma le superficie 

S, s stanno come i quadrati delle dimensioni 

pr j(i 

omologhe; dunque si ottiene -==—== —. 

. . V 

*XlI°Cor. 1. Per le sfere si lia evidentemente *- = 

v 

4R Ì « __R> 

4 rV r* * » 

.. 5 .® Fra le porzioni di sfere si considerano 

i° i settori sferici generali da settori simili 
* circolari, che hanno le stesse altezze delle cor- 
rispondenti zone simili proporzionali a’ ràggi 

*XU°Cor. 3 . delle sfere; per lo che si 01110110* — = — = 

r v r’a 

Ri jfi 

— = 2° Le calotte sferiche determinate da 

r 3 a J 


Digitized by Google 



38f 

settori sferici simili in diversi sistemi di due 
sfere concentriche, che hanno proporzionali i 
raggi, per Legnali calotte si lur in generale* 

V ^(fl' 3 — F) (i (,r Jì — r 3 ) Ar(R"—R}) T 

é “ : 7 aR (r 33 — r 3 ) * lm ‘ 

perciocché la i* condizione de* settori sferici 

. ... A R* . Ar ...F 

simili da - = - o sia — = i , e quindi — = 
a r aR 1 v 

fili fìl 

— — — ; mentre la a 1 de* raggi proporzionali 

R' R . , R ri R s . ... 

somministra -7 =- cioè - 7 r = — r , da cui si de- 
Y r r 3 r 3 

duce ^7- 3 — ^ - = 77 (Algebra n.° 1 73) , eh’ è 

F R n o 

quanto a dire — = 73- =• ec. 3 ° I cunei de’ fusi 

simili, che conservano Io stesso rapporto delle 
sfere, di cui sono parti n ,ime *. 4* I segmenti 
sferici compresi fra zone simili, di cui ’l rapporto 

1.1 generale si esprime da 7 = ~ a ^ + ir + i Jy 

ATS* . A‘ ÒT 2 

perche posto - = 7 = - o sia - = ^ = 

3S' ,• . ^ + 32^ + 3^ A » . .. 

- — , se ne deriva — — — =-7, e quindi 

•*'*’ a’ -|- 3* 1 + 3$ 8 1 


òs 1 
F 


A 3 


= ec. 


i> a 3 

Dunque in generale i solidi simili, siano essi 
poliedri o rotondi, stanno ec. 

XV. 0 I volumi del cono ' equilatero, del ci- 
lindro , e della sfera iscritta agli stessi con- 
servano i medesimi rapporti delle rispettive 
superfìcie totali , cioè a dire ha luogo per 
questi volumi la nota proporzione continua * 

H 9 : 6 : 4. 49 


* idem 


* 17. VI.° 
Scoi. 


*XII«Coi 

* Xlll .0 

* 17. VI.® 

Scol. 


* a:>. XVI . 8 
Cor. 
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Fig. 198. 

* a5. XVI.® 

* 14 . XI.® 

Cor. 3. 

* IX.® Cor. 


* VI.® Cor. 
•Xll'Cor.i. 


3àa 

Chiamando r il raggio A F della baso del 
cono SAE, a l’altezza SF , R >1 raggio della 
sfera, si ha r = i?V 3* cioè r’ = 3/f'; AS = 

SF* -f- A.F * o sia 4 r ' — a* - 4 - r’, 3r* =>«’, y/1’ 
= a *, ed a = 3R\ i quali valori sostituiti nella 


formula dei volume del cono 


ar * 

~T 


danno cono 


SAE = 3 R X 3 R* X 3 = 3 /Tir. Nel cilindro 


BGFID si ha il raggio della base r = i? e 
l’altezza a=?R, onde la formula «r’ir ‘ del 
suo volume somministra cilindro BGHD = 
ail 3 ir; e per altro si conosce ’l volume della sfera 

f. 

= — j— . Si può adunque- stabilire la seguente 
serie di rapporti cono : cilindro : sfera "3 iFir 
: 2 /Fir : ”3 : 2 : | :: 9 : 6 : 4; il che ec. 


Scolio . Il rapporto semplicissimo di 3 : 2 
fra ’l cilindro e la sfera iscritta sì in riguardo 
alle superficie che a’ volumi fu scoperto dal 
nostro Archimede, che ne restò sorpreso, e pre- 
scrisse di dovere il suo sepolcro essere ornato 
di queste due figure con un epigramma analogo, 
al quale oggetto fu eseguita una Colonnetta colla 
sfera iscritta al cilindro nella parte superiore. 
Cicerone, cui era noto l’epigramma, venuto da 
questore in Sicilia dugent’anni dopo la morte 
di Archimede, ne ritrovò a questo segno il se- 
polcro (V. Tusculanarum quaestionum liber 
quintus. 23);. e puossi leggere nel Discorso .in- 
torno ad ytrehimede dell’Ab. Scimi la ragione 
probabile della preferenza data da quel sommo 
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geometra a questa-, scoperta sopra le altre, che 
ci sembrano più degne di pregio. (V. il citato 
Discorso pag. ioG-iio). 1 

XVI." La sfera sta al cono equilatero iscritto 
nel rapporto di £ : 4, e l’ano o l’altro di que- 
sti solidi sta al cilindra equilatero iscritto 

nel rapporto incommensurabile di | o ^ 

rr 6 8 s/z 

Considerando da prima ’l cono iscritto , si 

stabilisce il raggio della sua base AC o sia r= 

— s'indica per a l’altezza SC, e si ha la 
2 * 

■ i — - i 1 

nota equazione* SA =SC -}-AC o sia 4 r * — 
n* r\ 3 r* = a\ — a', ed a — — ; onde 

4 a 


il volume * a ~~ del cono si trasforma in cono 
iR 3 fl* «- 3AV 

= — X -j- X — g — , che comparato con 

quello della sfe^a * ^—-dà fera : cono 

Avendo poi riguardo al cilindro, si ha il raggio 

R 

BF della sua base cioè r=— V 2 * e l’altezza 

2 

BG cioè a-fi-S/a; in questa guisa la formula 
del cilindro * ar’« r si converte in cilindro = 

R\J 2 Y.— 7 — Y. *=/ì 3 irX — — 4— > essendo 2 = 
4 2 y/a 

Va X V 2 (Alg. a n-° rai);' e, si ha sfera : ci- 
lindro :: | : -p o pure cono : cilindro | : 4— 
3 \J2 r 8 \J2 

Il che ec. 

Scolio. Considerando insieme i tre rapporti, 


Fig. <99- 

*z5. XVII.® 

* i4- XI.® 
Cor. 3. 

* IX.® Cor. 

•XII°Cor.i. 

*25.XVII.° 

* VI.°Cor. 
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r , 4*3 

si ottieitc itera : cilindro : cono'.W. : — : -,c nuc- 
J i O * 

sii Ire numeri formano una proporzione geo- 
metrica continua, essendo il prodotto degli estre- 
mi ^ X f = 5 eguale al quadrato del medio 


^ = ^. Questi tre solidi adunque non 


sono 


*a5.XVII.» nello stesso rapporto delle rispettive superficie*, 
ma mantengono soltanto la corrispondenza della 
proporzione continua, essendo il' cilindro iscritto 
medio proporzionale sì in riguardo alla su- 
perfìcie che al volume fra la sfera e 7 cono. 

§ 27. ce’ poliedri regolari. 


Definizione. 

Si dice poliedro regolare quelloj di cui le 
faccie sono poligoni regolari eguali, che ha tutti 
gli angoli solidi assolutamente eguali, e tutte 
le faccie egualmente inclinate; e siccome non 
possono costruirsi angoli solidi con piani con- 
tenenti angoli di poligono regolare che in cin- 
* 21. ili.® que modi diversi *, così si stabilisce essere sol- 
Cor tanto possibili cinque poliedri regolali cioè tre 
con angoli triedri, tetraedri, pentaedri di trian- 
goli equilateri, uno con angoli triedri di qua- 
drali, ed uno con angoli triedri di pentagoni. 
Ora noi veniamo provando l’esistenza di que- 
sti cinque poliedri regolari, che restano asso- 
lutamente determinati, quando se ne conosce 
una faccia o un lato di essa. 
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I. *' Ditto il triangolo equilatero ABC, si può 
sempre determinare il poliedro regolare con 
angoli triedri , e cosi ne resulta il tetraedro 
regolare. 

Sia O il celitio del circolo circoscritto al 
triangolo *, da cui s’ innalzi una perpendicolare 
al suo piano; c siccome ’i raggio AO del cir- 
colo circoscritto è più piccolo del lato AB*',' 
essendo l’angolo AOB=i 2 o““, così da A si 
può tirare sopra questa perpendicolare una retta 
AS=AB*. Definito in simile guisa il punto 
S, si guidino agli altri due vertici B, C le 
rette S13, SC; allora le tre oblique SA , SB , 
SC equidistanti dal piede O della perpendico- 
lare sono eguali *, e per ragione di SA = AB 
si ha SA = SB = SC = AB , cioè i triangoli 
SAB, SBC, SCA sono equilateri ed eguali al 
dato ABC. Per lo che il solido SABC è un 
tetraedro formato da quattro piani di triangoli 
equilateri eguali, e per dirlo regolare non si 
deve provare gltro che l’eguaglianza de’ suoi 
angoli triedri e dell’inclinazione di tutte le sue 
faccio. « 

* A quest’oggetto basta ’l riflettere che gli an- 
goli triedri sono tutti formali da tre angoli ret- 
tilinei eguali, quali sono quelli de’ tiiangoli 
equilateri, il che importa la loro eguaglianza 
assoluta * ed ancora quella di tutti gli angoli 
diedri, dovendo essere eguali gli angoli diedri 
dello stesso angolo solido*. Dunque ec. 

II. 0 Dato il triangolo equilatero ABC , si 
può sempre determinare il poliedro regolare 


Fig. 21 3. 

* i3. II.° 

* 9 .n°Cor. 2 . 

*i3.I.°Seol. 

* 3. IV. ° 

* i9- y-° 


*21. II. ° 
* 2 i.II.°Cor. 

Fig. 214. 
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con angoli tetraedri , e così ne resulta F ol- 
la cdro rugo fare. 

Sopra ’l lato AB «lei dato triangolo equila- 
tero si costruisca il quadrato ABDF , dal cui 
centro O posto nell 'intersezione delle due dia- 
* 12 . V.° gonali AD, JIF * si guidi la perpend. OL al 
suo piano terminata in L in modo che vi si 
possa condurre AL — AB , il che è possibile 
12 . IX. ° per ragione del triang. AOB -rettangolo in 0“ 

* 9- ,f o che dà AO<AB*. Dal punto L così definito 
M ' si conducano agli, altri vertici del quadrato le 

rette LB, LD, LF; si prolunghi la perpendi- 
colare LO al di sotto del piano del quadrato, 
finche si faccia 01 = OL; e dal punto 1 si gui- 
dino a’ suoi quattro vertici le rette 1A , ÌB , 
1D, IF. Jn questa guisa fra i due vertici L, 
1 ed i quattro A, B, D, F del quadrato si 
viene a comprendere un solido di otto faccie 
triangolari, che io dico essere l’ottaedro rego- 
lare formato sopra la data faccia cioè sopra il 
triangolo equilatero A GB. 

Imperciocché da una parte le quattro obli- 
que LA, LB, LD, LF cquidìstputi dalla per- 

* ji). V.° pendicolare LO sono eguali * , e lo sono pure 

le altre quattro oblique, che partono da 1 cioè 
1A, IB, 1D, IF; mentre dall’altra i due trian- 
ii.III . 0 goli rettangoli LOA,IOA eguali* danno LA=I A, 
da cui nc conseguila l’eguaglianza di tutte c 
otto le oblique". Ed essendo dietro la costru- 
zione LA = AB, si stabilisce che gli otto trian- 
goli co’ vertici. in Lei componenti ’l solido 
sono triangoli 'equilateri eguali al dato ABC. 
Inoltre rivolgendo la piramide quadrangolare 
retta inferiore 1ABDF, si possono le due basi in 
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qualsisia verso confondere nel quadrato ABDF, 
e la coincidenza delle altezze eguali 01, OL 
ci dà quella delle due piramidi e quindi dei 
due angoli tetraedri in 1 e L, da cui si argo- 
menta la loro eguaglianza insieme all’altra de- 
gli angoli diedri di. due faccie qualunque. Ora 
si prova che uno di questi angoli tetraedri per 
es. L dev’essere eguale, ad un simile angolo 
fatto in uno de’ vertici del quadrato per es. 13. 
Ed in vero si ha ’l quadrilatero ALDI posto 
tutto in un piano, ch’è quello delle due rette 
AD e LI “, di cui i lati sono giusta la costru- 
zione di sopra eguali, ciò che lo costituisce 
parallelogrammo *. Di più gli angoli di questo 
parallelogrammo sono retti, coin’è chiaro dada 
considerazione de’ due triangoli eguali ALD, 
ABD'*, che somministrano l’angolo in L eguale 
all’angolo retto in B del quadrato ABDF ; ed 
egli basta un solo angolo retto nel parallelo- 
grammo per esserlo gli altri , dovendo corri- 
spondere eguali gli angoli opposti * e supple- 
mentari gl’interni dalla stessa parte *. In que- 
sta guisa il quadrilatero ALDI è un quadrato 
col centro in O eguale al quadrato primitivo 
ABDF per ragione de’ lati eguali AL , AB ; 
perciò la semiuiagonale OL è eguale' a OB*, 
'la -qnalc OB perpendicolare alle due rette AD', 
IL resulta perpendicolare al piano del quadrato 
ALDI *, e forma l’altezza della piramide qua- 
drangolare retta col vertice B e colla-base qua- 
drata ALDI. Questa piramide adunque può 
coincider e coll’altra LABDF già considerata , 
mettendo la base ALDI sopra l’eguale ABDF, 
che dà l’altezza OB sopra l’eguale altezza OL, 


* * 9 - 1 ° 

Cor. i. 

* 12. HI.® 

* il. V.° 


* 12. II.» 
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cc. ; c quindi l’angolo tetraedro B coincide in 
tutti i versi con L, ec. Se si considera l’al- 
tra piramide quadrangolare retta FALBI sopra 
la stessa base quadrata ALDI, si prova la coin- 
cidenza dell’angolo solido F con L; e potendosi 
cogli stessi principi i il quadrilatero 1BLF di- 
mostrare quadrato eguale al primitivo ABDF, 
si hanno altre due pira midi quadrangolari rette 
A1BLF, DIBLF, di cui ciascuna può coincidere 
con LABDF, ec. Dunque l’ottaedro LABDFI 
così determinato è regolare, il che ec. 

Scolio. I sei vertici L, I, A, B, F del- 
l’ottaedro regolare' sono definiti da’ punti estre- 
mi delle tre diagonali eguali LI, AD, BF, che 
si secano in parti eguali nel punto di mezzo 
(J; c siccome ciascuna di esse è perpendicolare 
alle altre due, così si dice in generale èssere 
l’ottaedro regolare determinato da tre rette 
eguali rispettivamente perpendicolari , che si 
secano nel loro punto di mezzo. 

F.ai5.N.i. III.* Dato il triangolo equilatero ABC, si 
può sempre determinare il poliedro regolare 
con angoli pentaedri , e così ne resulta l’ico- 
saedro regolare. . • 

F.2i5.N.a. S’immagini sopra un lato del dato trian- 
golo equilatero il pentagono regolare MNPQR 
(i5. Probi, annesso al 7 , Scol.), e il punto 
O n’ esprima il centro del circolo circoscrit- 
to , da cui s’innalzi una perpendicolare al suo 
piano, che sia terminata in 1 in modo da cou- 
durvisi la retta ML=MN; il che può scm- 
•i 3.1. "Scoi. p r e aver luogo , essendo nel triangolo isoscele* 
*9-HI°Cor.7 OMN i’ang. 0 = 72 “ è l’ang. N=r54"*, ciò 
' Co* 1 * C ^ e ^ ^ * ato MO<MN*. Tirando dal punto 
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I le rette IN , IP, ec. agli alili vertici del 
pentagono, che tutte resultano eguali a IM * , * 19. V.» 
si viene a formare in I un angolo pentaedro 
co’ cinque piani de’ triangoli equilateri MIN, 

NIP, ec. eguali al dato, di cui due qualunque 
hanno costantemente la stessa inclinazione. 

Imperciocché a ciascun de’ Vertici M, N, P,ec. 
esiste un angolo triedro formato da tre angoli 
rettilinei rispettivamente eguali, l’uno de’ quali 
si appartiene al pentagono regolare e gli altri ’ 
due a’ triangoli equilateri, e quindi eguali*re- 
sultauo gli angoli diedri de’ piani de’ triàngoli 
equilateri cioè RMIN = MNIP = NPIQ = cc*. ■* 21. JI.° 
Inoltre egli è facile di provare l’assòluta egua- 
glianza di tutti gli angoli pentaedri costruiti 
iii simil sorta: perchè eguali in tutti corrispon- 
dono le inclinazioni de’ piani de’ triangoli equi- 
lateri sopra le basi pentagono*, e così la-coin- * idem 
cidcnza de’ pentagoni eguali ci dà quella delle 
faccie triangolari- cioè uè’ loro spigoli e dei 
vertici, o in altri termini gli angoli pentaedri 
in ogni verso coincidono. 

Premesse queste considerazioni, si faccia- in 
A un angolo pentaedro eguale ad I del N. 2 , f. 2 i 5 . N i. 
in modo' cioè che ’I dato triangolo equilatero 
sia una delle faccie laterali; il che si riduce 
a far coincidere ’l vertice I con A ed uno dei 
triangoli per es. IMN con ABC , essendo gli 
altri piani triangolari rappresentati da ACF , 

AFG, AGH, A 11 B, e ’l pentagono di base da 
BCFGH. Lo stesso angolo pentaedro I si ese- 
guisca in B, dove già esistono i due piani BAC, 

BAH dell’angolo precedcnrt A forniti della con- 
veniente inclinazione per formare l’angolo pen- 
taedro, e quindi questo angolo in B esige sol- 

** 
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tanto altri tre piani eguali ti BAC indicati da 
BHL , BLD , BDC. Questi tre nuovi piani 
possono derivarsi dall’ angolo I , quando si fa 
coincidere il vertice I con B, il piano 1MN 
con BAC , dovendo per fagione degli angoli 
diedri eguali NIMI^ e CBAH coincidere i due 
piani IMR e BAH; così gli altri tre piani di 
I vengono a compire l’angolo pentaedro in B, 
e ’l pentagono di base corrisponde a CAHLD. 
Si replichi ancora in C l’angolo pentaedro I , 
e per ragione de’ tre piani CBA, CAF, CBD 
convenientemente inclinati non si ricercano che 
i due nuovi CFE, CDE, i quali possono pro- 
venire dall’angolo I , facendo cadere ’l vertice 
I in C e ’l piano IMN in CBA ; perchè allora 
gli angoli diedri eguali MINP, BGAF ci dannò 
il piano INP sopra CAF, ed in forza degli al- 
tri due angoli diedri eguali NIMR, ACBD deve 
il piano IMR coincidere con CBD, onde non 
restano che gli altri due piani di I per com- 
pire l’angolo pentaedro iu.C, esprimendosi il 
pentagono di base da BAFED. 

In simile guisa si è formata una superficie 
convessa composta da 5 + 3 -f- a o sia da io 
triangoli equilateri eguali al dato ABC cogli 
angoli pentaedri eguali a’ tre vertici A, B, C; 
questi dieci piani hanno la stessa inclinazione 
fra loro, qual’è appunto quella, che si richiede 
alla formazione dell’angolo pentaedro; e nei 
successivi vertici D, E, F, G, II, L si ritro- 
vano uniti alternativamente tre e due de’ te- 
ste mentovati piani. Laonde se si costruisce 
una a" superficie codtoessa composta di altri dieci 
triangoli equilateri eguali cc., si può fare coin- 
cidere uuo de’ suoi vertici a due piaui col ver- 
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lice D a tre, adattando le rette estreme sopra 
DL e DE, c così compire in D l’angolo pen- 
taedro eguale a ‘quelli in A , B , C. Allora il 
seguente vertice a tre piani coincide col ver- 
tice E a due, compiendosi in E l’angolo pen- 
taedro; ed in generale dovendo ogni vertice a 
due piani di una superficie coincidere con un 
vertice a tre dell’altra, è giocoforza che si com- 
piano gli altri angoli pentaedri in F, G, H, L. 
La unione adunque di queste due superficie 
dà origine, al solido di 30 faccie, che sono 30 
triangoli equilateri eguali al dato ABC, le quali 
faccie conservano un’inclinazione costante, e for- 
mano g angoli pentaedri eguali ne’ vertici A, B, 
C, D, ec.; ed ecco l’icosaedro regolare, che può 
sempre formarsi sopra il dato triangolo equila- 
tero ABC. Il che ec. 

IV. 0 Dato il quadrato ABDC, si può sèm- 
pre determinare il poliedro regolare con an- 
goli. triedri , e così ne resulta l’esaedro rego- 
lare. . . • 

La determinazione di un simile solido a 
quella si riduce del prisma retto sopra *1 dato 
quadrato ABDC come base e collo spigolo AE 
eguale al lato AB , il quale prisma si appar- 
tiene alla classe de’ parallelepipedi, ed è stato 
già cpnsiderato sotto ’l nome di cubo *. Ed 
in vero il cubo AH resulta da sei piani di 
quadrati eguali , e questi conservano costante- 
mente la stessa inclinazione, formando angoli 
triedri eguali agli otto vertici A , B , D , C , 
ec. ; perchè qualunque di essi angoli triedri 
è formato da tre angoli rettilinei retti, perciò 
gli anzidetti angoli triedri possono coincidere ”, 
e gli angoli diedri resultano tutti retti *. Duu- 


Fig. 216. 


* 32 . Dcf. 7. 
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que il cullo costruito sopra ’l dato quadrato 
A13DC è r esaedro regolare, ricliicsto, il clic ec. 

V.° Dato il pentagono regolare AliCUE, si 
può sempre determinare il poliedro regolare 
con angoli triedri , e cosi ne resulta il dode- 
caedro regolare- 

Si consideri il triangolo isoscele formato da 
due lati contigui del dato '-pentagono per es. 
MN, KP e dalla corrispondente diagonale MP; 
sopra MP si costruisca ^ triangolo equilatero 
MPR, e dal centro O del circolo circoscritto 
s’innalzi la perpendicolare al piano del triangolo 
terminata in I, .onde vi si possa condurre MI 
eguale al lato MN del pentagono. Questa con- 
dizione può sempre aver luogo, essendo ’l rag- 
gio MO del circolo circoscritto al triang. MPR 
minore del lato MN del pentagono : giacché 
la perpend. OQ abbassata sopra MP divide in 
mezzo ¥ MP c l’ang. MOP r= i 20 ® ; come tale 
passa pel vertice Ne 1 '' ile da M e P * , 


MNP=io8°*; per lo che nel triang. OMN 
si ha l’ang. MNO = 54% MOJN = Go°, e quindi 
il lato MO < MN “. Ora se dal punto I cosi 
definito si guidano le. rette IP, 111 agli altri 
due vertici del triang. MPR, viene a formarsi 
in I l’angolo triedro con tre angoli eguali di 
pentagono regolare, di cui i piani hanno la 
stessa inclinazione. Ed in vero essendo eguali 
le tre oblique IM , IP, IR equidistanti dalla 
perpend. 10% esse resultano giusta la costru- 
zione della stessa grandezza di MN ; onde i 
triangoli isosceli IMP, 1PR, 1RM sono eguali 
al triang. NMP % e così ciascuno degli angoli 
in I è eguale all’ang. MNP del pentagono re- 


e. divide in mezzo 



del pentagono 
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golare. Segue da ciò l'eguaglianza degli angoli 
diedri formati da’ piani de’ triangoli isosceli con- 
correnti in I*, ed ancora quella di tutti gli *2i.Il.°Cor. 
angoli triedri formati a somiglianza di I, i quali 
possono in ogni verso coincidere *. • ai. ii.° 

Dietro queste considerazioni si faccia in' A F.217.N.1. 
un angolo triedro eguale a I del N. a , in 
modo che l’ang. EAB del dato pentagono sia 
una delle sue faccie laterali, il che si può ef- . 
fattuale con far coincidere I c\>n A , il piano 
1PR con ABE , rappresentandosi gli altri doc 
piani JPM, IRM da ABS, AES, e la base PRM 
da BES ; e nella stessa guisa si costruiscano 
gli angoli triedri eguali negli altri vertici B , 

C, D, E, destinandovi sempre come una delle 
faccie quella del corrispondente angolo del dato 
pentagono. Allora fra questi piani aggiunti due 
qualunque contigui come per es. SÀB e GBA, 

GBA e GBC, ec. devono formare unico piano, 
perchè incontrano il piano dato ABCDE nella 
stessa retta AB, BG, ec. rispetto al quale piano 
conservano eguali le inclinazioni ; e quindi in 
ogni piano si può compire ’l rispettivo penta- 
gono regelare SABGF , GBCKI1 , ec. che re- 
sulta eguale al dato AÈCDE. 

In questa guisa si forma una superficie con- 
vessa di G pentagoni regolari eguali con cinque 
angoli triedri eguali a’ vertici A, B, C, D, E; 
questi 6 piani sono forniti della stessa inclina- 
zione , eh’ è quella necessaria alla costruzione 
dell’angolo triedro con angoli di pentagono re- 
golare; e ne’ successivi vertici S, F, G, H-, K, 
ec. si trovanp alternamente disposti due o un 
solo di essi piani. Per lo che se si costruisce 
un’altra superficie convessa composta di altri sei 
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pentagoni eguali, ec., si può far coincidere uno 
de’ suoi vertici a un piano col' vertice S a due, 
adattando le rette estreme deirunico piano sopra 
ST, SF. Così facendo si compie in S l’angolo 
triedro eguale a quelli in A, B, C, ec.; il se- 
guente vertice a due piani coincide col ver- 
tice F ad un solo, e ne resulta l’angolo trie- 
dro eguale in F ; ec. ec. Dalla unione adun- 
que delle due superficie prende origine il so- 
lido di 1 3 facciè , quali sono i 1 1 pentagoui 
regolari eguali al dato, che hanno la stessa 
inclinazione, e formano i5 angoli triedri eguali 
a’ vertici A, B, C, D, E, T, S, F, ec. ch’c 
quanto a dire il dodecaedro regolare formato so- 
pra il dato pentagono regolare ÀBCDE; il clic ec. 

VI.° 1 poliedri regolari dello stesso nome , 
che resultano cioè dallo stesso numero di fac- 
eie , sono simili. 

Ed in vero le faccie di questi poliedri sono 
assolutamente simili come poligoni regolari dello 
* 17. V.o stesso numero di lati *, e qui non si deve pro- 
•22. Def. 8. vare che l’eguaglianza degli angoli solidi*. 

Questa eguaglianza è chiara ne’ poliedri re- 
golari ad angoli triedri, quali sono il tetraedro, 
l’esaedro e ’l dodecaedro, resultando gli angoli 
solidi di due poliedri diversi dello stesso nome 
composti da tre angoli rettilinei eguali cioè da 
tre angoli di triangoli equilateri o di quadrati 
o di pentagoni regolari, e come tali devono gli 
*2i.Ii.°Cor. angoli solidi coincidere in ogni verso ** Si con- 
l'*g. 2i/|. sideri ora l’ottaedro regolare LABDFI, e si com- 
pari con un ?alt ro di diverse dimensioni, e pro- 
priamente si stabilisca il confronto della pira- 
mide quadrangolare retta LABDF con una pi- 
ramide analoga dell’altro ottaedro. Allora è vi- 


Digitized by Google 



3 9 5 

sibilc essere gli angoli triedri a’ vertici delle 
due basi quadrate composti da tre angoli ret- 
tilinei eguali cioè da un angolo di quadrato e 
da due di triangolo equilatero; per lo che que- 
sti angoli triedri sono assolutamente eguali*, * 21. II.® 
ed eguali resultano tutte le inclinazioni delle 
faccio laterali cioè de’ triangoli equilateri nelle 
due piramidi*. Laonde se si pone il vertice di *«i.li.®Cor. 
una sopra ’1 vertice L dell’altra ed uno de’ piani 
triangolari sopra il piano ALB con fare coin- 
cidere in L gli angoli eguali, allora per ragione 
dell’ eguali inclinazioni è giocoforza che il 3° 
piano triangolare cada sopra BLD, combaciando 
gli angeli eguali in L, e così degli altri, in 
modo che i due angoli tetraedri coincidono. 

Questo metodo di dimostrazione è applicabile agli 
angoli pentaedri di due diversi icosaedri re- 
golari, considerando. la piramide pentagona retta F.ai5.M.a. 
ÌMNPQR di uno e la piramide analoga del- 
l’altro; qui gli angoli triedri a’ vertici delle 
basi pentagone sono formati dall’ angolo retti- 
lineo di pentagono regolare e da’ due di trian- 
golo equilatero , e nel resto si discorre come 
sopra per istakilire la coincidenza de’ due an- 
goli pentaedri. Dunque ec. 

Corollario. La superficie adunque de’ pòlie— 
dri regolari dello stesso nome, che sono polie- 
dri simili stanno come i quadrati delle dimen- 
sioni omologhe *, ed i volumi come i cubi **;• * «5. V.« 
e siccome in ogni poliedro regolare gli spigoli 
resultano tutti eguali al lato del corrispon- 
dente poligono regolare, così si dice in gene- 
rale che le superfìcie o i volumi de* poliedri 
regolari simili stanno come i quadrati o i cubi 
de’ rispettivi lati. 
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VII.” Ogni poliedro regolare è iscriltibile 
e circoscrittibile alla sfera , cioè si può sem- 
pre assegnare una sfera che passa per tutti 
i vertici , ed un’ altra che tocca tutte le fac- 
cie del poliedro. 

Fìg. ai 8. Rappresenti CD uno spigolo del poliedro re- 

golare cioè un lato comune di diie faccie adia- 
centi, e siano i punti I, L i centri de’ circoli 
iscritli e circoscritti alle stesse, da cui si gui- 
dino le perpendicolari sopra CD , che concor- 

* i3. II.° rono nei suo punto di mezzo M * , e ’l lorp 

ang. IML misura l’àngolo diedro dell’anzidette 

*ao.U.°Scol. due faccie*. Indi nel piano IML **si conducano 

** Cor V I * a perpendicolare sopra IM , e da L la 
perpendicolare sopra LM, le quali due per- 
pendicolari devono concorrere in un punto O 
per ragione delle rette IM e LM poste ad 
* 6. H.° angolo *; or io dico essere O il centro comune 
e 3. i.° JeU e due sfere richieste, e corrispondere 01 al 
raggio della sfera iscritta e OD al raggio della 
circoscritta. 

A quest’oggetto si rifletta da prima che le 
due perpend. 10 , LO condotte sopra le rette 
IL, LM resultano perpendicolari a’ piani delle 
faccie adiacenti del poliedro. Ed in vero la 
retta CD perpendicolare alle due rette IM , 

* 19. Il.° LM è perpendicolare al loro piano IMLO * , 

per lo che ciascuna delle faccie, passando per 

* 10. Vi.® CD, è perpendicolare al piano IMLO*. Così 

si ha il t" piano IMLO perpendicolare al a®, 
ch’è quello dell’ una o dell’altra faccia, e cia- 
scuna delle rette IQ , LO posta nel t° piano 

f ierpendicolare alla rispettiva comune sezione 
M , LM de’ due piani , da cui né conseguita 
* 20. VII . 0 IO, LO perpendicolare al 2° piano rispettivo *. 
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Si rifletta in seguito do Ter essere eguali queste 
due perpetui. IO, LO, che sono lati omologhi 
della coppia de’ triangoli rettangoli OIM, OL.M 
eguali *, per ragione dcll’ipotenusa OM comune 
e dei lati eguali 1M, LM esprimenti i raggi dei 
circoli iscritti* Dunque le due perpendicolari a 
due faccie contigue qualunque elevate da’ rispet- 
tivi centri I, L de’ circoli iscritti e circoscritti 
si devono incontrare, e le porzioni di esse per- 
pendicolari comprese fra ’l punto comune O e 
gli anzidetii centri sono eguali. 

Or egli è facile di provare che tutte le al- 
tre perpendicolari alle singole faccie tirate dai 
particolari centri vanno a concorrere nel punto 
O già determinato, e che per conseguente sono 
fra loro eguali. Conciossiachò indicando per EF 
un altro spigolo, che sia lato comune della faccia 
di centro L e di una terza faccia contigua di 
centro K, le rette LN, KN coadotto al mezzo. N 
di EF ne rappresentano gli apotemi ", e ’l loro 
angolo LNK misura deU’inclinazione delle due 
faccie resulta eguale al piecedente IML, essendo 
eguali le inclinazioni di due faccie qualunque*. 
Giusta la dimostrazione di sopra le due per- 
pendicolari, che partono da L e K, si devono 
incontrare in un punto, chq possiamo indicare 
in modo assoluto per 0, senza avere cioè ri- 
guardo, al punto O considerato come incontro 
di IO e LO; e così viene a formarsi la a“ cop- 
pia de’ triangoli rettangoli OLN, OKN eguali 
per la stessa ragione di. sopra, che dà L0 = 
KO. Frattanto i triangoli di questa a‘ coppia 
devono essere eguali a quelli dellq i’, come per 
es. il triang. OLN eguale a-OLM*, perche 

5 1 


• ii. vi.® 

I. OB.KJ. 


18. IX.® 
* Dei. 


‘ ii. IV.° 
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hanno l’angolo retto in L. gli angoli eguali in 
NeM come quelli clic sono le metà degli an- 
goli eguali LNK e IML, cd eguali i lati com- 
presi cioè gli apotemi LN e LM ; e siccome 
in onesti due triangoli è comune la direzione 
di due lati omologhi , che giacciono sopra la 
perpendicolare elevata da L, così fa d’uopo clic 
^esista un lato comune sopra questa perpendi- 
colare , eh’ è quanto a dire il lato LO del 
triang.' OLM definito dall* incontro delle due 
perpendicolari di I e L‘ deve pure appartenere 
al triang. OLN definito dall’incontro delle due 
perpendicolari di L e K. In simile guisa resta 
provato che la 3* perpendicolare elevata da K in- 
contra la a" elevata da L nello stesso punto 0, 
in cui ebbe luogo l’incontro di questa a a colla 
i* elevata da I, e dalle due eguaglianze IO— 
LO , LO = KO si deduce IO =s LO = KO ; e 
collo stesso metodo si può estendere la dimo- 
strazione alle successive perpendicolari de’ cen- 
tri delle altre faccie. 

Laonde se col centro O e col raggio eguale 
ad una di queste perpendicolari per .es. 01 si 
descrive una sfera , è giocoforza che questa sfera 
passi pe’ centri I, L, K, òc. di tutte le faccie 
del poliedro , le quali come perpendicolari ai 
punti estremi de’ raggi resultano tangenti alla 

V.° sfera*, e così il poliedro vi rimane circoscritto. 
Di più essendo il piéde di ogni perpendicolare 
come per cs. I il centro del circolo, circoscritto 
alla particolare faccia , le oblique condotte da 
O a’ vertici di essa faccia cioè OD , .OC , ec. 

V * sono eguali *; e siccome lo stesso vertice D. C, 
ec. appartiene almeno ad altre due faccie adia- 
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centi, che concorrono a formare l’angolo solido 
in D, C, ec., così mano mano si estende l’egua- 
glianza a tutte le oblique guidate da O a tutti 
i vertici del poliedro , c la sfera di centro O 
e raggio OD passa per gli stessi, cui ’t polie- 
dro resta iscritto. 

Corollario 1°. Essendo il poliedro regolare 
circoscrittibilc alla sfera, sussiste il dettato- di 
sopra *, cioè a dire il volume del poliedro re- *-»G. XI(.° 
golare eguaglia il prodotto di un terzo della t ' or * 
sua superficie pel raggio della sfera iscritta , 
ed i volumi del poliedro regolare e della sfera 
conservano il rapporto ’ delle rispettive su- 
perficie. 

Corollario a.* Ne’ poliedri regolari simili* * Vi.* 
i raggi delle sfere iscritte o circoscritte si pos- 
sono riguardare come dimensioni omologhe. Im- 
perciocché nel triang. OIM rettangolo - in 1 si 
ha l’ang. OMI metà dell’angolo diedro de’ piani 
contigui, e quindi costante resulta il rapporto 
fra i lati 01 , IM per tutti i triangoli simili , 
che possono formarsi ne’ poliedri regolari si- 
mili * ; ma ’l rapporto del raggio IM del cir- * i4- V.* 
colo iscritto al lato CD del poligono regolare 
è costante ne’ poligoni regolari simili*; dun- * « 7 - V-° 
quo pure costante riesce ’l rapporto di 01 a CD. 

Oltre a ciò dal rapporto costante del raggio 
ID del circolo circoscritto al lato CD l’altro 
si deduce costante di 01 a ID , per lo che i 
triangoli formati coinè OID resultano cogli an- 
goli eguali in I, che sono retti, compresi fra 
lati, proporzionali, il che basta per la loro si- 
militudine * e così ne proviene il rapporto co- • , 4 . vii.* 
stante fra i due raggi 01, OD delle sfere. In 
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questa guisa i raggi delle sfere iscritte o cir- 
coscritte sono proporzionali a’ iati, onde si sta- 
bilisce che le superficie o i volumi de ’ polie- 
dri regolari simili stanno coinè i quadrati o 
i cubi de ’■ raggi delle sfere iscritte o pure 

* vi.® Cor circoscritte a’ poliedri *. 

Scolio. Il punto O centro delle due sfere 
l’una iscritta, e l’altra circoscritta al poliedro 
regolare si può riguardare come ’1 punto d’in- 
contro di tutti i piani 1ML, LNK, ec. condotti 
perpendicolarmente a* mezzi M, N, ec. de’ lati 
CD, EFf ec. del poliedro, ed ancora come il 
punto d’incontro di tutti i piani ‘CDO, EFO , 
cc., clic dividono in mezzo gli angoli diedri 
eguali delle faccie dell’anzidetto poliedro, mi- 
surando gli angoli rettilinei eguali OMI, OML 
gli angoli diedri eguali del piano CDO colle 
due faccie contigue de’ centri 1 e L, ec. Que- 
sta osservazione mantiene da una parte l’ana- 
logia del presente metodo coll’altro di ritrovare 
i centri della sfera iscritta e circoscritta ad un 

* -xj. IV. ° tetraedro qualunque*; mentre dall’altra ci fa 

ì*°l vedere che nel piano i poligoni regolari sono 
rispetto al circolo, ciò che sono nello spazio i 
poliedri regolari rispetto alla sfera. Conciossiachè 
il centro comune delle due figure rotonde nel 
piano è la unione delle rette perpendicolari 
1 a' mezzi de’ lati, e delle rette che dividono in 

* «3. n.« mezzo gli angoli*; e nello spazio i piani stanno 
Sco1 ' '■ in vece delle rette, e gli angoli diedri in vece 

de’ rettilinei; 

. .FI N E. ' 
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Introduzione pag. i. t 
PARTE PRIMA , 

DELLA GEOMETRIA l'IAHÀ O A DUE DIMENSIONI 
$ i. Della linea retta e del circolo pag. 7. 

Definizioni della linee retta, della superficie piana o del piano, 
della circonferenza e del circolo, del raggio, del 
diametro, della corda , dell'arco , del segmento , e 
del settore. 

Postulali. 

Principio generale della soprapposizione. 

Teor. I. Era tutte le corde il solo diametro divide la circonfe- 
renza e '1 circolo 111 due parti eguali. 

Scol. Quando si dice l’arco sotteso dalla corda, s'intende par- 
lare del più piccolo cioè di quello minore della 
semicirconferenza. 

IT. Il diametro è un maximum fra tutte le corde. 

III. I\el medesimo circolo o in due circoli eguali cioè dello 
stesso raggio gli archi eguali sono sottesi da corde 
eguali. 

iV. Nel medesimo circolo o in due eguali gli archi disu- 
guali sono sottesi da corde disuguali, e propriamente 
l'arco maggiore è sotteso dalla corda maggiore. 

Scol. Si stabilisce la condizione per essere vere le propo- 
sizioni inverse. 

V. inv.° Nel medesimo circolo o in due eguali le corde 

cgpali sottendono archi eguali. 1 \ » 

VI. inv.° Nel medesimo circolo o in due eguali le corde 

disuguali sottendono archi disuguali, e propriamente 
la corda maggiore sottende l’arco maggiore. 

Scol. La posizione delle corde eguali o disuguali rispetto 
al centro del circolo sana stabilita ili luogo più 
opportuno (V. $ 11. VI. Scol. 2). 
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i 2 . Degli angoli e della loro misura pag. i^. 

* 

Definizioni dell'angolo', della perpendicolare, dell’angolo retto, 
ottuso, acuto. 

Teor. I. Se due angoli sono eguali, e coi centri a’ loro ver- 
tici si descrivono due circonferenze dello stesso rag- 
gio , i due archi compresi fra i lati 1 degli angoli 
devono essere eguali; ed all’inverso. 

Cor. L angolo retto comprende fra i suoi lati un i/uadrante 
cioè la quarta parte della circonferenza descritta col 
centro ai vertice, e quindi tutti gli angoli retti re- 
sultano eguali. 

II. Il rapporto di due angoli qualunque è eguale a quello 
degli ai-chi compresi, che si descrivono come nel 
teor. i. 

Cor. I settori presi nello stesso circolo o in circoli eguali 
statino come gli ardii compresi. 

iScol. La misura dell’angolo si riduce in modo compendioso 
- a quella dell'arco compreso fra i suoi lati col centro 
al vertice, supponendo divisa la circonferenza di 
_ ciascun circolo in 36o gradi. 

HI. Lna retta, che in qimlsisia modo cade sopra di un’ultra, 
la la somma de’ due angoli adiacenti costante ed 
eguale a due angoli retti. 

Scol. Stabilita l'idea di supplemento, il teorema si esprime 
•u questi termini: una retti cadendo sopra di un'altra 
fa i due angoli adiacenti supplementari. 

Cor. Se varie rette cadono allo stesso punto di un'altra e 
dal medesimo lato, la somma de’ successivi angoli 
la costantemente due retti. 

IV. Se due rette s'intersecano, la somma de' quattro an- 
goli formali dalle stesse resulta eguale a quattro 
ungali retti. 

Cor. Se varie rette concorrono allo stesso punto, la somma 
degli angoli, che successivamente fermano, è sempre 
eguale a quattro angoli retti. 

• » • Nell intersezione di due rette gli angoli, opposti al ver- 
tice sono rispettivamente eguali. 

Scol. La prova del teorema si può anche derivare dall’ e- 
guaglìanza degli archi , che misurano gli angoli 
opposti al vertice. ”, 

. VI. tnv. u Se 'due rette, concorrendo allo stesso punto di 

, un'altra, fermano gli angoli adiacenti supplementari 

o gli angoli opposti al vertice eguali, le medesime 
sono iu diretto. 

Probi. D:ito un- angolo, fermarne un altro eguale al dato 
punto di una retta. 
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5 5 . nelle rtUe perpendicolari ed oblique pag. 23. 

Teor. I. Da uu punto preso dentro o fuori di una retta non 
può tirarsi alla medesima che uua sola perpen- 
dicolare. 1 ' 

II. La perpendicolare al mezzo di una retta ha lutti i 
_ SU0 * i >urit *. equidistanti dagli estremi di essa retta. 
IH. I punti fuori (fella perpendicolare al mezzo di una 
retta sono disugualmente distanti dagli estremi di 
essa retta. ' 

Cor. t. Una retta, arendo due punti equidistanti dagli estremi 
di un’altra , deve necessariamente esserle pertien- 
dicolare e passare pel suo mezzo. " 

2. Se ima retta è perpendicolare ad un'altra, ed ha un 
punto qualunque equidistante da’ suoi estremi, gli 
altri punti della perpendicolare goderanno della me- 
desima proprietà, cioè sarà 15 > perpend. del mezzo. 

J.emma av. IV. Due lìnee spezzate avendo' gli stessi punti e- 
stremi, l' inviluppante è maggiore deH'inviiuppata. 
IV, fra le rette tirate da un punto ad una retta la pcr- 
pendiGoIare è la più corta di tutte, e come tale 
misura la distanza del punto alla retta; le oblique 
equidistanti dal piede «iella perpendicolare sono e- 
guali; e Ira le oblique le più datanti dalla perpen- 
dicolare sono più lunghe. 

Cor. Da un punto preso fuori di una retta non si possono 
guidare alla stessa che due sole rette eguali. 

V. uiv.° La più corta linea, che può condursi da uu punto 
ad una retta, è la perpendicolare; le oblique eguali 
sono equidistanti dalla perpendicolare; ira le obli- 
que disuguali la maggiore ilev' essere più distante 
aalla perpendicolare. 

Probi, i . Dividere in mezzo una data retta. 

un punto sopra la retta innalzarle la perpetri. 

, " a m' punto fuori di una retta abbassarvi la perpeud. 

A col. Su le condizioni, che devono avere gli archetti per 
intersecarsi fra loro o oon una retta , secoudochè 
esigono le costruzioni di qnesti problemi. 

J 4 - Delle perpendicolari nel circolo pag, 29. 


Pcor. I. Il raggio perpendicolare ad una corda divide in mezzo 

ti 3 ■ 6 lai ! c 9 medesima sotteso. 

II. Il raggio, che divide in mezzo la corda, è perpendi- 
colare alla stessa, e divide in mezzo l’arco sotteso. 

IH. La perpend- colare, che divide in mezzo la corda, de- 
v’essere un raggio cioè passare pel centro , e di- 
vide in mezzo l’arco sotteso. 


\ 
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Scoi. Sopra le quattro condizioni, che si uniscono nella stessa 
retta, e sopra gli altri tre teoremi, che resultano, 
dando due ooudizi^ai qualunque. 

Probi. Dividere un angolo o arco dato in due parti eguali. 

5 5. Delle tingenti pag. Si. 

Te or. I. La linea retta non può incontrare la circonferenza 
che in due. soli pmiti. 

Scol. Si stabilisce l'idea di linea convessa. . 

II. La perpc.ndicolare condotta all’estrernita del raggio non 

ha connine colla circonferenza che ’l solo punto detto 
di contatto , dandosi alla retta il uomftdi tangente. 

III. ine.’ 0 Se una retta è tangente al circolo , cioè ha un 

, solo punto comune ernia circonferenza , il raggio 

tirato al punto di contatto è perpendicolare alla 

, ' . tangente. 

IV. Fra la perpendicolare all’ estremità del raggio e la 

circonferenza non si può tirare pel punto di con- 
tatto veruna retta intermedia. 

ScoL Si dà la ragione della nomenclatura adottata di tan- 
gente e secante, e si stabilisce la taugèntc come il 
limite della serie delle secanti. 

Cor. Allo stesso punto della circonferenza non può tirarsi 
che una sola tangente. 

Probi. Tirare la tangente ad un punto della circonferènza. 

J 6. Delle rette parallele pag. 33. 

Definizione delle parallele. 

Teor. I. Due rette perpendicolari ad una terza sono parallele. 

IL imt.v Se due rette sono parallele, devono tutte e due 
essere perpendicolari ad una terza , cioè a dire se 
.da due punti di una retta partono due parallele, 

■’j \ ■' . ed una di esse è perpe [idi colare alla retta, l’altra 

' dev’esscrle pure perpendicolare. 

Scol. Dimostrazione rigorosa di' questo teorema, e tradu- 
zione dello stesso nel seguente: lo rette parallele 
hanno comuni le perpendicolari , o sia la retta , 
eh’ c perpendicolare ad mia delle parallele , deve 
esserlo ancora all’altra. 

Cor. Da un punto uop può condursi che una sola parallela 
ad una data retti.. 

III. Due rette parallele ad una terza sono parallele fra Ioni. 

IV. Le parallele conservano da per tutto la medesima di- 

’ ' stanza fra loro. 

Cor. Due punti equidistanti da una retta determinano la po- 
sizione della parallela a questa retta. 
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V. Se (Ine rette parallele sono secate da una terza, si 

iòrmano eguali i° gli angoli alterni interni, a° gli 
angoli corrisjiondeuti , 3° gli angoli alterni-ester- 
uì, 4 ° gli angoli interni o gli esterni posti al me- 
desimo lato della secante sono supplementari. 

Scol. Esistono le l c coppie di ogni specie di angoli, rispetto 
a cui han pure luogo f eguaglianze enunciate nel 
teorema. 

VI. inv.° Se nell'incontro di due rette con una terza ha 

luogo una delle sopraddette eguaglianze ili angoli, 
le due rette sono parallele. 

Scol. J. eguaglianze di angoli già notate sono esclusive per 
le parallele , in modo che se la somma degli an- 
goli interni dallo stesso lato non è eguale a i8o°, 
le rètte non sono parallele, e si uniscono dalla parte 
corrispondente alla soni lift» minore di i8o°. 

VII. (ili angoli, di cui i lati sono rispettivamente paralleli 
e diretti tutti e due nel medesimo verso o contra- 
rio , resultano eguali , ed in caso diverso supple- 
mentari. 

Vili. Due parallele intercettano sulla circonferenza archi e - 
guali, sia che fossero tutte e due secanti , o l’una 
secante e l'altra tangente, o tutte c due tangenti. 

Scol. Si dimostra il teorema inverso, cioè se due rette in- 
tercettano archi eguali sopra la circonferenza, de- 
vono essere parallele. 

Probi. Da un punto dato fuori di una retta condurre una pa- 
rallela alla stessa. 

Scol. In fòrza di questo problema si può tirare la perpen- 
dicolare all’estremità di una retta, che per un osta- 
colo invincibile non può prolungarsi. 

5 7 . Della determinazione del circolo pag. 44- 

Teor. I. Tre punti -non disposti ih linea retta determinano 
la posizione della circonferenza, cioè a dire per que- 
sti tre punti può sempre passare una sola circon- 
ferenza. 

Cor. Due circonferenze non possono secarsi in più di due 
, punti. 

Scol. Ter tre punti in linea retta non può passare circonfe- 
renza di sorta; per due punti ne passano infinite, 
restando determinata la linea de' centri; per un punto 
nc passano ancora infinite, ma niente vi ha ili de- 
terminato. 

11 . Nen'iulersejjone di due circoli la retta, che nc con- 
giuuge i centri, dev’essere perpendicolare al mezzo 
della corda comune, e la distanza de’ centri deve 

5a 
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corrispondere minore dell* somma, e maggiore deila 
differenza de’ due raggi. _ • 

III. Se la distanza de' centri di due circoli è eguale alla 

somma de' raggi, questi due circoli si toccano ester- 
namente , cioè lianno comune il solo punto posto 
sopra la retta de’ centri, che dicesi di contatto, e 
sono situati l'uno fuori dell'altro. 

IV. Se In distanza de’ centri di due circoli è eguale alla 

differenza de' loro raggi, questi due circoli si toc- 
cano internamente, cioè hanno comune il solo punto 
di contatto posto nel prolungamento della linea dei 
centri, e sono situati l'uno dentro all'altro. 

Scol. La linea retta è divisibile all'infinito. 

V- inv.° Se due circoli si toccano esternamente o inler- 
' namente, i loro centri e '1 punto di contatto devono 
essere nella stessa linea retta, cioè la distanza dei 
centri resulta eguale alla somma o alla differenza 
ile’ raggi. 

Scol. La distanza de' centri comparata eolia somma e dif- 
ferenza de’ raggi determina la rispettiva posizione 
di due circoli. 

Proli. i. Per tre punti dati, che non sono jn linea retta, far 
passare una circonferenza. 

a. Ritrovare il centro di un circolo q di un arco dato. 

5 8. Della misura degli angoli riferiti in qualunque modo 
alla circonferenza pag. 5o. 

Ttor. I. L’angolo della tangente e della corda, che diccsi an- 
golo del segmento, è misurato datya metà dell'arco 
sotteso dalla corda. 

II. L angolo fermato da due corde cioè col vertice so- 
pra la circonferenza, che dicesi angolo iscritto, è 
misurato dalla metà dell'arco compreso fra i suoi lati. 

Cgr. i. L'angolo 4 e l centro è dpppio dell'angolo iscritto, cho 
poggia sullo stesso arco, o iq altri termini l'angolo 
al centro eguaglia l'angolo iscritto, chq poggia sopra 
un arco doppio. 

i. L’angolo dpi segmento è eguale a qualsisia angolo 
• iscritto nell'aUro segmento. 

5. Tutti gli augoli ispritti nclly stesso segmento, che pog- 
giano cioè sulla medesima corda, sono eguali. 

4. Tutti gli angoli iscritti nel semicerchio sono retti, gli 
angoli iscritti in un Spgraentb minore del semicer- 
chio ottusi , e quelli iscritti in un segmento mag- 
gioro del semicerchio acuti. • . 

}n. l 'angolo eccentrico col vertice dentro alla circonferenza 
è misurato dalla metà della somma de’ due archi 
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l'imo compreso fra i suoi lati e l'altro fra gli stessi 
lati prolungati al di li del vertice. 

IV. L'angolo eccentrico col vertice fuori della circonferenza 
è misurato dalla metà della differenza de’ due archi 
compresi fra i suor lati. 

Scol. i. Espressione generale dalla misura degli angoli riferiti 
alla circonferenza. 

a. Non c vera la seguente proposizione inversa; se un 
angolo ha per misura l'arco compreso Ira i suoi 
lati, deve, avere '1 vertice al Ceutro del circolo. 

V. «tv. 0 Se un angolo è misurato dalla metà dell’arco 
compreso fra i suoi lati, dev’essere iscritto nel cir- 
colo, cui appartiene l’arco, cioè descrivendo l’intero 
circolo, deve questo passare pel vertice dell’angolo. 

Scol. Sopra l’applicazione di questo teorema all’angolo retto. 

Probi, annesso al Cor. 4 del teor. II.* Da un [muto dato 
fuori di una circonferenza condurre la tangente alla, 
stessa. 

S 9* Dei triangoli pag. 55. 

Definizione del triangolo. 

Teor. I. In ogni triangolo dev’ essere ciascuno de’ Iati minore 
della somma degli altri due , o ciò ch’è lo stesso 
uno qualunque de’ lati minore della somma e mag- 
giore della differenza degli altri due lati. 

Scol. Sulla possibilità di fermare il triangolo equilatero, iso- 
scele, scaleno. r 

II. Qualunque triangolo è iscrittibile nel circolo, cioè pei 
suoi tre vertici può sempre passare la circonferenza 
di un circolo, nel quale caso il triangolo si dice iscritto 
nel circolo e 1 circolo circoscritto al triangolo. 

Scol. Le perpendicolari elevate da’ mezzi de’ tre lati di un 
triangolo qualunque concorrono in unico punto, che 
c il centro del circolo circoscritto al triangolo. 

Cor. i. Gli angoli di an triangolo opposti a’ lati eguali sono 
eguali, e reciprocamente; quindi il triangolo equi- 
latero è pure equiangolo, ed all’inverso; come pure 
gli angoli alla base del triangolo isoscele sono eguali, 
ed all’inverso. 

2 . In qualunque triangolo al lato maggiore si oppona l'an- 
golo maggiore, e reciprocamente. 

III. La somma de' tre angoli di qualunque triangolo c co- 
stante cd eguale a due angoli retti. 

Cor. t. Conoscendo due angoli.di un triangolo o la loro som- 
ma, si determina il terzo, ed all'inverso. 

a. L’angolo esterno di un triangolo è eguale alla somma 
de’ due angoli interni opposti. 


Digitized by Google 



Il triangolo non può avere che un solo angolo redo, 
dovendo essere gli altri due angoli della somma 
di 90°, o come dicesi complementari. Il triangolo 
in questo caso si chiama rettangolo, il lato opposto 
all'angolo retto ipotenusa, ed i due lati cateti. 

4- Non può esistere in un triangolo die un solo angolo 
ottuso , . dovendo ciascuno degli altri due essere 
acuto; ed al triangolo coll’angolo ottuso si dà ’1 no- 
me di ottusangolo. 

. 5 . In qualunque triangolo devono esistere due angoli acu- 
ti, e non può variare che la specie del terzo ango- 
lo; se questo ancora è acuto, if triangolo si dice acu- 
tangolo, Si diiania poi obliquangolo il triagulo 
senza angolo retto, cioè l’ottusangolo c l'aculangolo. 

6. Nel triangolo isoscele gli angoli eguali alla base de- 

vono essere acuti. 

7. Nel triangolo isoscele , dato un solo angolo , si rica- 

vano immediatamente gli altri due. 

8. Ciascun angolo del triangolo equilatero i la terza palle 

di due retti o sia due terzi di un retto 

TV. La perpendicolare abbassata dal vertice di un trian- 
golo isoscele sulla base divide in mozzo la base c 
l'angolo, del vertice. 

Y. La perpendicolare abbassata dal vertice di un trian- 
golo sopra ’l lato opposto, che si prende come base 
cade dentro al triangolo, quando i due angoli alla 
base sono della stessa specie cioè a dire acuti; cade 

, fuori del triangolo, quando gli angoli auzidetti sono 
di specie diversa, e precisamente cade in un punto 
della base prolungata al di là del .vertice dell' an- 
golo ottuso. 

Scol. Sopra l’importanza di questo teorema, eh' è indipen- 
dente dalla particolare costruzione della perpendi- 
colare. 

VI. In qualunque triangolo le tre perpendicolari abbassate 
da' vertici sopra 1 lati opposti si tagliano nello stesso 
punto. 

Probi. Sopra una data retta descrivere un segmento di cir- 
colo capace di un dato angolo. 

Scol. Considerando una retta come corda di tm arco di « 
grati i, gè può descrivere '1 circolo , che soddisfa a 
questa condizione. 

f 10. Delle proprietà generali de poligoni pag. G 4 - 

Definizioni dei poligoni, degli augoli salienti, delle diagonali e 
degli angoli rientranti. 

Teor. I. Qualunque poligono convesso può scomporsi in un un- 
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mero di triangoli corrispondenti; a quello ile' suoi 
luti meno due , tirando le diagonali da uu tertice 
a tutti gli altri. 

II. La somma degli angoli di un qualunque poligono con- 
vesso è eguale a due angoli retti presu tante volte 
quanti sono i lati del poligono inolio due. 

Scol. Determinazione della somma costante degli angoli del 
quadrilatero, pentagono, esagono, ec. 

III. La somma degli angoli esterni di un qualunque poli- 
gono convesso (ormati dal prolungamento de' suoi 
lati nel medesimo verso, cioè a dire la somma dei 
supplementi degli angoli interni, è costantemente 
eguale a quattro angoli retti. 

Scol. I teoremi II e Ili convengono ancora a’ poligoni con 
angoli rientranti. •> • 

5 ii. Della similitudine ed eguaglianza de' triangoli p»g. 70. 

Definizioni de’ triangoli simili ed eguali. 

l'tor. I. Due triangoli co' lati rispettivamente paralleli sono 
simili, ed i lati paralleli corrispondono omologhi. 
Scol. Due triangoli , che hanno un lato coincidente e gli 
altri due rispettivamente paralleli, o pure due lati 
coincidenti co' leni lati paralleli, sono simili} e ti- 
• laudo delle parallele alla base di un triangolo, rei 

sidtauo simili -i triàngoli cosi lórinati. 

II. Due triangoli co' lati rispettivamente perpendicolari 

sono simili, c vi corrispondono omologhi i lati pcr- 
pendicolari. 

III. Diie triangoli sono eguali, hllorche hanno due Iati c 

■ l'angolo compreso rispettivamente eguali. 

IV. inv.° Due triangoli sono eguali, allorché hanno due 

angoli c, ’1 lato compreso rispettivamente eguali. 
Scol. Due triangoli sono eguali, quando hanno due angoli 
ed un lato qualunque omologo rispettivamente eguali. 

V. Due triangoli rispettivamente equilateri tòno eguali. 

\ I. Due triangoli, che hanno due lati ed uu angolo omo- 
logo rispettivamente eguali, sono eguali nel caso de- 
gli altri due augoli omologhi della stessa specie, di- 
suguali in quello di essi angoli di-diversa specie, 
e resta dubbio il caso , quando non si conosce la 
specie di questi due angoli. 

Scol. 1. Sulla certezza o dubbigli ai questo caso de’ triangoli. 

2. Si annettono approposito i seguenti teoremi: i° le 
due tangenti guidate da un punto Inori del circolo 
sono eguali, ed i due punti di contatto devono es- 
sere nella semicirconferenza rivolta a tal punto. 
2° Le corde eguali sono equidistanti dal centro, 


etl all inverso. 3° Essendo due con le disuguali, 
la minore è posta a maggiore distanza dal centro, 
ed all'Inverso. 


Vii. 


Se dui: triangoli hanno due lati rispetti aulente eguali 
, e (li angoli compresi disuguali, i terzi lati sono di- 
suguali ,sed all angolo maggiore si oppone il lato 
maggiore. 

Vili. Min, 0 Se due triangoli hanno rispettivamente eguali 
due lati ed i terzi lati disuguali, al lato maggioro 
corrisponde opposto l'angolo maggiore. 

Lemma ar. IX. Fra tutti i punti compircsi dentro ad un an- 
golo quelli della retta , che divide in mezzo l'an- 
golo, sono equa listanti ila’ suoi lati. 

IX. Qualunque triangolo è circoscrittihile al circolo, cioè 
può sempre assegnarsi un cimilo, cui siano tangenti 
dalla parte interna i suoi tre lati , nel quale caso 
il circolo si ilice iscritto nel triangolo 
Sciti, i. Le tre rette , che dividono in mezzo gli angoli del 
triangolo, concorrono in un piunto, e nel solo caso 
del triangolo equilatero coincidono i due centri del 
circolo iscritto e circoscritto. 

a. La distanza di ciascun punto di contatto ad uno dei 
due vertici, Ira cui si comprende, eguaglia il sciii.- 
pcriinetro del triangolo meno il lato oppmsto al ver- 
tice, rispetto a cui si calcola la distanza; e nel trian- 
golo il raggio del circolo iscritto è eguale al semi- 
perimetro meno l'ipotcnusa. 

Probi. Fra i sei clementi- del triangolo, che sono i tre an- 
goli ed i tre lati , dati tre qualunque di essi , ad 
eccezione de’ tre angoli, costruire il triangolo. 

i° case. Dati due lati e l'angolo compreso , costruire il 
triangolo. 

u° ciao. Dati due angoli e ’1 lato compreso, costruire il 
triangolo, 

3° caso. Dati i tre lati, costruire il triangolo. 

4°' caso. Dati due lati c l' angolo opposto , costruire il 
triangolo. 

Scol. Sopra i dati necessari alla costruzione del triangolo 
rettangolo o isoscele, e sopra 1'indetcrmiuazioue del 
caso de' tre angoli. 


J la. Del parallelogrammo , delle sue diverse specie, 
e de poligoni con centto pag. ya. 

’l’cor. 1. Se dal punto d'intersezione di due rette qualunque a 
prendono sopra ciascuna di esse due piarti eguali a 
piacimento, c si eongiungouo colle rette i quattro 

punti , ue resulta un quadrilatero co' lati opqwsti 
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eguali e jK*rnllcli , e cogli angoli opposti eguali , 
cui si dà il nome di / Hirallt’logrammo . 

Scol. Alcune delle sei condizioni del parallelogrammo si rac- 
chiudono nelle altre, come si vedrà qui appresso. 

.11. Il quadrilatero, elle ha i lati opposti paralleli, è un 
jMi allelogrammo , cioè a dire i lati opposti c gli 
angoli opposti devono essere eguali. 

111. inv-° Se 1 quadrilatero ha eguali i lati opposti o pure 
gli angoli ojiposli, dev'essere parallelogrammo cioè 
avere i lati opposti paralleli, ec. 

J V. 11 quadrilatero, i ne ha due lati opposti eguali c pa- 
ralleli, è parallelogrammo, o sia gli altri due lati 
devono essere eguali e paralleli, e gli angoli oppi- 
ati eguali. 

Scol. ». Si-stalidisce l'esistenza sicura o no del parallelogrammo 
• rispetto all'ipotesi delle due condizioni ammesse nel 
quadrilatero. * '■> 

a. La determinazione del parallelogrammo a quella si 
riduce del triangolo formato da' due Iati contigui 
e della diagonale; e 1 problema di costruire il pi- 
rallelograauno dipende dall'altro di costruire il trian- 
golo, ed ammette il caso dubbio. 

V. II punto d’incontro delle due' diagonali è centro del 

parallelogrammo, cioè a dire ciascuna delle diago- 
nali e qualunque altra retta, clic vi passa, è divisa 
in mezzo c divide in mezzo il parallelogrammo. 
Scol. Questo teorema è l’inverso del ». 

VI. Se il quadrilatero ha eguali i due lati opposti, ma di- 

suguali col terzo e perpendicolari allo stesso, deve 
essere parallelogrammo co’ quattro angoji retti, cui 
si dà ’l nome iti rettangolo. . - 

Scol. \ ale lo stesso dire clic il rettangolo ha i quattro an- 
goli retti o i quattro angoli eguali. 

N IT. Se il quadrilatero ha i due lati opposti perpendicolari 
cd eguali al terzo, dev’essere parallelogrammo coi 
quattro lati eguali e co’ quattro angoli eguali, e s’in- 
dica col nome di quadrato. , ■ .<■■■. 

"\ III. 11 quadrilatero con due lati opposti paralleli ed eguali 
al terzo ma obliqui rispetto allo stesso, resulta pa- 
rallelogrammo co’ quattro lati eguali , c chiamasi 
rombo. J 

Scol. Circa l’ordinaria inesattezza di ammettere queste figure 
per semplice definizione. 

IX. Nel quadrato e nel romito le due diagonali si tagliano 
ad angoli retti. 

{'or. NVJ quadrato c rombo i quattro triangoli formati dalie 
■ lue diagonali sino rettangoli cd eguali, ma di pili 
sono isosceli nel quadrato. 
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Scoi. Cirrn i dati necessari alla costruzione del rettangolo 
mmiio, e qu; idrato. 

X. 11 solo parallelogrammo oo’ quattro angoli retti o sia 
il rettangolo è iscrittibile nel circolo. 

Scol. Stipi* mendo il rettangolo iscritto nel circolo , il suo 
centro cioè 1 intersezione delle due diagonali dev'es- 
. sere pure il centro del circolo. 

XI. Se un numero n di rette s'intersecano nello stesso 

punto, da cui si prendono delle parti eguali a pia- 
cimento sopra ciascuna , congiungendo i punti se- 
gnati, si fórma un poligono di in lati, che ha ■ 
Ititi opposti eguali e paralleli, e gli angoli opposti 
eguali. 

XII. i«v’.° Essendo un poligono co' lati opposti eguali e pa- 

ralleli, eli angoli opposti corrispondono eguali, e le 
diagonali condotte fra i vertici opjwsti s’intersecano 
tutte nel medesimo punto, che il centro del poli- 
gono, cioè ogni diagonale e qualunque altra retta, 
' che vi passa e termina al perimetro, resta divisa 
in mezzo, e divide in mezzo il poligono. 

XIII. II poligono, che non ha i lati opposti paralleli cd 
eguau, non può avere centro. 

Scol. Riflessioni sulla forma di questa dimostrazione. 

Cor. Il parallelogrammo è la più semplice figura con centro. 

• j i3. De' poligoni regolari pag. io4- ' 

Teor. I. Se la circonferenza si suppone divisa in un numero 
n di parti eguali, tiranno le corde pe'' successivi 
punti di divisione, si forma un poligono di n iati 
equilatero ed equiangolo, che dicesi regolare. 

Scol. Valori del lato e dell'angolo del poligono regolare. 
II. Ogni poligono regolare è iscrittibile e circoscrittibile al 
circolo, cioè si può sempre assegnare un circolo che 
passa per tutti i vertici, ed un altro die tocca tutti 
i lati del poligono. 

Scol. t. Riflessioni sulla dimostrazione e sul metodo da prati- 
carsi per risolvere il problema d’iscrivere e circo- 
scrivere al circolo un dato poligono regolare, 
a. La perpendicolare ad ogni lato del poligono regolare 
divide in mezzo l’angolo de’ due raggi condotti ai 
vertici, e ’l raggio al vertice l'angolo delle due per- 
• pendicolari a’ mezzi de' lati. 

III. Nel solo jioligouo regolare di un numero pari di lati 
il centro dei circoli iscritto e circoscritto è pure ceu- 
tro di figura. 

Probi, i. Iscrivere in un dato circolo un poligono regoline di 
un determinato numero di Iati. 
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1. caso. Iscrivere i poligoni regolari, «li, cui '1 numero 

de' lati sia nella progressione de' «loppi 3 , 6, 12, ec. 

a. caso. Jsmvcre la serie de’ poligoni regolari di il, 
itj, ec. lati. 

3 - caso. Iscrivere la serie de' poligoni regolari di 5 , 10, 
20, ec. lati. 

Questo problema si risolverà al $ i 5 , dove si trova 
annesso al 7. 

4. caso. Iscrivere il pentadecagono regolare, e la serie 
analoga de’ poligoni regolari di 00, 60, cc. lati. 

Scol. Si addita nn altro ordine di poligoni iscrittigli al cir- 
colo dietro la teoria di Gauss. 

Probi. 2. Dato il poligono regolare iscritto al circolo, circoscri- 
verne un altro dello stesso numero di lati. 

1 0 metodo con tirare le tangenti a' mezzi degli archi »ot- 
. tesi da’ lati del poligono iscritto. 

2° metodo con tirare le tangenti a’ vertici del poligono 
iscritto. 

Scol. 1. Il 2 problema si risolve ne’ medesimi casi del 1. 

2. Costruzione più semplice per deiinirc la lunghezza del 

lato del poligono circoscritto. 

5 14. Delle linee proporzionali pag. 116. 

Teur. I. Prese parti eguali sopra '1 lato di un angolo qualun- 
que, e tirate da' punti di divisione rette fra loro 
parallele, queste determinano pure parti eguali so- 
pra 1 altro lato. 

II. Ritenendo la medesima ipotesi, due parti de’ Iati conir 
prese Ira il vertice e«l una parallela qualunque, o 
pure fra due parallele, hanno un rapporto geome- 
trico costante eguale al rapporto di una parte di 
un lato ad una parte dell’altro lato. 

Scol. Osservazione sopra i mòdi diversi di scrivere la stessa 
proporzione. 

III. Se da un punto qualunque preso nel lato di un trian- 

golo si guida alla base la parallela , questa deve 
dividere i lati in parti proporzionali agl' interi e 
fra loro. 

Cor. Un numero qualunque di parallele dividono in parti 
proporzionali le rette comprese. 

Scol. Qualsisia proporzione stabilita nel caso de’ rapporti 
razionali si estende agl'incommensurabili; in partico- 
lare si fa l’applicazione del metodo al rapporto degli 
angoli eguale a quello degli archi compresi, ciò che 
forma il compimento del teorema II del $. 2. 

IV. inv.° Se una retta «livide proporzionalmente i luti di 

.un triangolo, dev’essere parallela alla base. 

a 53 
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VI. 

vii. 

Scoi. 

vili. 

IX. 


Cor. 

Scol. 

XI. 

Cor. i. 
3 . 

5. 

Scol. 

XII. 


Scol. 

Cor. 

XIII. 


Nc' triangoli simili il rapporto de’ lati omologhi e co- 
stante, cioè i lati omologhi de’ triangoli simili sono 

proporzionali. ’’ ... . 

ino.” Se due triangoli hanno ì lati proporzionali, de- 
vono essere simili. * , 

Due triangoli, che hanno rispettivamente i»n angolo 
eguale compreso fra lati proiHirzionah, sono Simili. 
Sopra il caso certo o dubbio della similitudine, dando 
due delle cinipe condizioni , che si uniscono nei 

triangoli simili. .. . 

La retta , che divide in mezzo 1 angolo di im tria - 
colo qualunque, seca -1 lato opposto cioè la base m 
due segmenti proporzionali a’ lati adiacenti. 

Se una retta guidata dal vertice d. un triangolo 
qualunque divide la base in due segmenti pron°r- 
zionalia lati adiacenti, deve quella retta dividere 
in mezzo l angoto de lati anziuetti. > 

, In qualunque triangolo le tre rette guidate da tre v er- 
tici a’ mezzi de' lati opposti si secano nello stesso 
punto e proporzionalmente, essendo •> rapporto (lei 
due segmenti di ogni retta quello de numeri 2 . i. 
Il segmento del vertice al punto di concorso e /, «let- 

liutera retta. ... • r 

. Si enumerano rispetto al triangolo i sistemi di tre rette. 

che s’incontrano in un punto. , 

La perpendicolare condotta dal vertice dell ango o 
retto sopra ripeterne» del piangolo rettangolo lo 
divide ne’ due triangoli simili all intero e ia oro. 
La perpendicolare è media proporzionale Ira i seg- 
menti dell'ipotcnusa . . 

Ogni cateto è medio proporzionale fra 1 intera ipote- 
nusa e ’l segmento adiacente. , 

La u- potenza” o ’1 quadrato dell'ipotoiusa e eguale 
alla somma delle a* potenze o quadrati de erteti. 
Il teorema del corollario 3 è non solo algebra ico ma 
geometrico, come si dimostra qui appresso. 

Il quadrato dell'ipotcnusa dev'essere eguale alla som- 
• ma de’ due quadrati de’ cateti} e la dtm 
si effettua con iscomporre il i e meni. 
l’ eguaglianza in quattro triangoli rettangoli g 
al dato pi in un quadrato formato sulla diffe 

de' cateti, . , • :i 

Nel caso del triangolo rettangolo isoscele svanisce 
quadrato sulla differenza de' cateti. . 

. Il rapporto della diagonale al lato del quadrato e in 
commensurabile, esprimendosi da ya. . . 

inv.° Se il quadrato ili un lato di un tua g 
eguaglia la somma de quadrali degh altri due • 
il triangolo dev’essere rettangolo. 
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5 i5. Delle lince proporzionali nel circolo , e de' problemi 
sulle proporzioni pag. i53. 

Teor. I. La perpendicolare, che si conduce da un pulito qua- 
lunque della circonferenza sopra '1 diametro , è 
media proporzionale fra i due segmenti dello stesso; 
ed all'inverso se la perpendicolare condotta da qual- 
sisia punto sopra una retta è media proporzionale 
Ira i suoi due segmenti,, deve quel punto apparte- 
nere alla circonferenza descritta sopra l'intera retta 
come diametro. 

Scol. Essendo due archi circolari compresi Ira gli stessi 
punti , quello di raggio maggiore più si avvicina 
alla linea retta, cioè resta inviluppato' dall'altro di 
raggio minore. 

II. Se due corde si secano, le loro parti sono reciproca- 
mente proporzionali. 

III. Se da un punto fuori del circolo si guidano due se- 

canti , il rapporto delle intere secanti è reciproco 
a quello delle rispettive parti esterne. 

IV. Tirate da uno stesso punto la tangente e la secante, 

la tangente resulta media proporzionale fra l'intera 
secante e la parte esterna. 

Scol. i. Enunciazione generale de' quattro teoremi precedenti. 

2 . Equazione del circolo coll'origine delle ascisse all'e- 
stremità del diametro o pure al centro. 

\ . Tirate da un vertice del triangolo la perpendicolare 
sopra la base, si forma la-seguente proporzione: la 
base sta alla somma de’ due lati come la differenza 
degli stessi alla differenza o somma de' segmenti della 
base , secondochè la perpendicolare cade dentro o 
fuori del triangolo. 

Pròbi, i. Date tre rette di determinata grandezza, trovare la 
quarta proporzionale. 

Probi. 2 . Date due rette, ritrovare la terza proporzionale. 

Probi 3. Date due rette, ritrovare la media proporzionale. 

Probi. 4 . Dividere una data retta in un numero di parti, che 
abbiano lo stesso rapporto delle parti, in cui è di- 
visa un’altra retta. 

Scol. Vantaggio della soluzione geometrica di questi pro- 
blemi sull'aritmetica. 

Probi. 5. Dividere nua data retta in un determinato numero di 
parti eguali. 

Probl.6. Si propone di costruire la così detta scafa geodetica 

Probi 7 . Dividere una data retta in estrema e media ragione. 

Probi annesso al 7 . Iscrivere in un dato circolo il decagono 
regolare. • 

Scoi Costruire sopra una data retta il decagono 0 pure il 
pentagono regolare. 
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Appendice al $ i5. Sopra i valori de’ lati de' poligoni rego- 
lari iscritti e circoscritti al circolo. 

$ iti. Della determinazione delle tangenti comuni a due cir- 
co// pag. i58. 

Probi. Determinare le tangenti comuni di due dati circoli. 

Scol. i . Si deliniscouo le posizioni de' punti di contatto sì pel 
sistema delle tangenti diritte che per quello delle 
trasversali. 

2 . Posizione delle tangenti nel caso de’ circoli eguali. 

Tcor. i. La distanza del punto, donde partono le tangenti di- 
ritte, al centro del circolo di raggio maggiore è la 
4“ proporzionale dietro la differenza de' raggi , il 
raggio maggiore, e la distanza de’ centri; e la di- 
stanza del punto di partenza delle tangenti trasver- 
sali è la 4« proporzionale dietro la somma de’ rag- 
gi, il raggio maggiore, e la distanza de’ centri. 

Cor. t. 11 rapporto delle due distanze de’ punti, donde par- 
tono i due sistemi di tangenti, al centro del circolo 
maggiore è costante pe’ due circoli dati, qualunque 
sia la distanza de’ loro centri, ed equivale al rap- 
porto della somma alla differenza de' raggi. 

2 . Costante è pure il rapporto delle distanze tra i due 
centri de' circoli ed i due punti donde partono i 
sistemi delle tangenti. 

5. Altra costruzione simile pèr determinare i punti di 

4- 

J 5. 

Scol. 

fi. 


• Scoi. 

III. 


•IV. 


partenza de due sistemi di tangenti. 

Teorema, che si verifica rispetto alle coppie de’ dia- 
metri paralleli presi in due circoli. 

Supponendo eguali i due circoli, si ricade ne' rcsul- 
tamenti dello Scol. "a del problema. 

Il problema delle tangenti comuni si può sciogliere 
la mercè delle proporzioni. 

Alimentandosi la distanza de' centri, le rette de' cor- 
rispondenti punti di contatto ne’ due circoli si av- 
vicinano a', rispettivi diametri perpendicolari alla 
retta de’ centri; o ciò eh 'è lo stesso, la diminuzione 
della distanza de' centri fa allontanare le rette au- 
zidetle da’ rispettivi diametri. 

Questi teoremi servono nell'ottica per le ombre e jic- 
nombre de’ corpi sferici. t 

Se i due circoli hanno il contatto interno, le due tan- 
genti trasversali si riducono ad una nel punto di 
contatto de' circoli, restando le due diritte. 

Se i due circoli hanno il contatto interno , le due 
fungenti diritte si riducono ad una sola nel punto 
di contatto, e le due trasversali svaniscono. 
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V. Se i due circoli si secano, si possono assonnare le due 
tangenti diritte, o svaniscono le trasversali. 

VI- Quando uno de’ circoli è deutm all'altro, svaniscono 
sì le tangenti diritte che le trasversali. 

5 17. De poligoni simili pag. 1G9. 

Definizione de' poligoni simili. 

Teor. I. Due poligoni sono simili , allorché per mezzo delle 
diagonali si dividono nello stesso ninnerò di coppie 
di triangoli simili e similmente posti. 

* Scol. Si stabilisce il numero delle condizioni necessarie alla 
similitudine de' poligoni. 

II. il tv.® Due poligoni simili possono scomporsi nel me- 
desimo numero di coppie di triangoli simili e si- 
milmente posti. 

III. Pie’ poligoni simili il rapporto de’ Iati omologhi re- 

sulta costante , e dev’essere eguale in generale a 
quello di due dimensioni omologhe qualunque. 

Scol. il teorema sussiste pe' triangoli simili, rispetto ai quali 
si additano in particolare alcune diiheusioni omo- 
loghe. 

IV. I perimetri de' poligoni simili hanno lo stesso rap- 

porto delle dimensioni omologhe. 

V- I poligoni regolari dello stesso numero di lati sono 
simili, ed i loro perimetri hanno lo stesso rapporto 
de’ raggi de’ circoli circoscritti o pure iscritti. 

Lemma av. VI. I circoli si possono riguardare come poligoni 
regolari simili di nn numero infinito di lati , cioè 
a dire che hanno i lati infinitesimi e gli angoli dif- 
ferenti da 180 0 per una quantità infinitesima. 

VI. Le circonferenze de’ circoli hanno lo stesso rapporto 
decloro diametri o raggi. 

Cor. In due circoli qualunque gli archi simili cioè a dire 
dello stesso numero di gradi conservano il medesimo 
rapporto de’ raggi; e da questo principio si deduce 
il rapporto df due angoli a’ centri di due diversi 
circoli. 

Scol. Le circonferenze o gli archi simili conservano in gene- 
rale il rapporto di due dimensioni othologhe qua- 
lunque. 

Probi. Sopra un lato considerato come omologo a quello di 
un dato poligono costruirne uno simile 

J 18. Della misura delle aree delle .figure pag. 180. 

Definizioni dell’area di una figura , delle figure equivalenti , 
dell'altezza e base del triang. c del paralleli-grammo. 



4 iS 

Teor. 1. I jw ralieJogramini, clic hanno basi eguati cd altezze 
eguali sono equivalenti. 

Cor. Qualunque parallelogrammo si può convertire in un 
rettangolo equivalente della stessa base ed altezza. 

II. II triangolo è la metà del parallelogrammo ,’ che ha 
la stessa base ed altezza. 

Cor. I triangoli, che hanno basi eguali ed altezze eguali , 
sono equivalenti. 

III. Due rettangoli di eguali altezze hanno io stesso rap- 

porto delle rispettive basi. 

IV. Due rettangoli qualunque stanno in ragion composta 

de' due rapjiorti semplici delle basi e delle altezze 
cioè a dire come i prodotti delle basi per le ri- 
spettive altezze. 

Scol. Si stabilisce la misura compendiosa del rettangolo, che 
è il prodotto di base per altezza. 

Cor. Si deduce hi misura compendiosa del quadrato, cli’è 
la a* potenza del suo lato , e si fa vedere come i 
. teoremi in ibrma di proporzioni danno origine ad 

eguaglianze di rettangoli o di quadrati. 

V. Qualunque parallelogrammo ha per misura il prodotto 

della base per l'aftezza. 

Cor. 1 parallelogrammi stanno a somiglianza de' rettangoli 
in ragàm composta delle liasi e delle altezze, e 
quindi i parallelogrammi della stessa altezza stanno 
come le basi e quelli della stessa base come le al- 
tezze; due parallelogrammi poi sono eguali , allor- 
ché hauno le altezze in ragione inversa delle basi. 

VI. Il triangolo ba per misura la metà del prodotto della 

base per l'altezza. 

Cor. Le proposizioni del corollario del teorema V prece- 
dente sussistono pe' triangoli. 

VII. Il trapezio ha per misura il prodotto della retta, che 

unisce i mezzi de' lati non paralleli, per la distanza 
de’ lati paralleli , o sia la seinisoinma delle basi 
moltiplicata per la sua altezza. 

Vili. In ogni quadrilatero iscritto nel circolo ir rettangolo 
formato sopra le due diagonali è eguale alla somma 
de' due rettangoli formati sopra i rispettivi lati op- 
posti. 

IX, 'Il iioligono regolare è misurato dalla metà del pro- 
dotto del suo perimetro pel raggio del circolo iscritto, 
che diccsi apoUma. 

Lem. a v. X. Il circolo è ’l limite de’ poligoni regolari cir- 
coscritti, di cui i numero de' lati cresce sempre 
nella serie de' doppi, cioè il perimetro del poligono 
tende a confondersi colla circonferenza e i' area 
eoi circolo , potendosi le rispettive differenze ren- 
dere minori di qualunque quautità assegnabile. 
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Scol. Si 'limosini il principio ammesso della linea spezzata 
inviluppante maxime della cuna convessa invi- 
luppata, che si attende a due linee convesse qua- 
lunque, e come —dRegoenza si deriva che nel cas<» 
di due archi circolari compresi fra gli stessi punti 
estremi l’arco di' raggio maggiore è ’l più piccolo. 

X. L'area del circolo ha pei misura la metà elei pro- 
dotto della circonferenza pel raggio, o sia il circolo 
è equivalente ad nn triangolo, che ha per liase la 
circoli feru nza distesa in linea retta e per altezza il 
raggio. 

Cor. Il rapporto delle aree del poligono circoscritto e del 
circolo eguaglia quello de’ loro contorni , che sono 
' il perimetro del poligono e la circonferenza. 

XI. L’area di quaìsista settore è misurata dalia metà del 
prodotte dell'arco sotteso pel raggio de! circolo. 

Cor. Si addita il metodo per valutare l'area del segmento. 

Scoi. Si definisce il rapporto della circonferenza al diame- 
tro, eh’è inconimensnrabile e si esprime approssi- 
mativamente da gzfi; cioè 3,?4i5yz6 è 

ad un diecimilionesimo presso il valore delia cir- 
conferenza del diametro t. 

XII. La circonferenza di qualunque circolò è eguale al suo 
diametro moltiplicato pel numnro «r , eli’ esprimo 
il rapporto della circonferenza al diametro; l’area 
del circolo è eguale al quadrato del raggio molti- 
tiplicato per Io stesso numero * ; e l'area del set- 
tóre di g gradi è eguale al n *■»*» del precedente 
prodotto, indicando per n il rapporto di 56o° : g-." 

.4 ypì reazione numerica. 

Cor. Le aree de' circoli e de’ settori simili stanno come i 
quadrati de' raggi o diametri. 

XIII. L’area di qualunque poligono è eguale alla somma 

delle aree de’ particolari triangoli, in cui può scom- 
porsi; e con una costruzione geometrica si può sem- 
pre il dato poligono convertire in un triangolo equi- 
valente. • • 

XIV. Qualunque poligono o ciroolp può sempre convertirsi 

in un quadrato equivalente. 

Scol. Si stabilisce la fagionc per cui dicesi quadratura la 
misura delle superficie o aree delle figure. 

X \ . I triangoli simili ed in generale 1 poligoni simili stanno 
come i quadrati de' lati omologhi o delle dimen- 
sioni omologhe. 

Cor. I poligoni regolari simili stanno come i quadrati dei 
raggi de’ circoli circoscritti o iscritti, o quindi i cir- 
coli stani» come i quadrati de' loro raggi o dia- 
metri. 
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XVI, Costruendo sopra 1 tre lati del triangolo rettangolo 
presi come omologhi tre poligoni simili, il poligono 
sopra l'ipotenusa è eguale alla somma de’ due poli- 
goni sopra i cateti. 

Scol. Il teorema si estende a’ poligoni regolari ed a' cir- 
coli descritti sopra i tre lati come raggi o diametri 

0 corde di archi simili. 

Cor. i» Abbassando dal vertice dell'angolo retto la perpendi- 
colare sopra lipotenusa, il poligono costruito sopra 
J'ipotcnusa sla a ciascuno de' poligoni simili sopra 

1 cateti come l’intera ipotenusa al segmento adia- 
cente, ed i due poligoni sopra i cateti stanno come 
i segmenti adiacenti. 

Si presenta la quadratura degli spazi curvilinei cono- 
sciuti sotto il pome di lunule d’ippocrate di Chiù. 

Probi, j. Dati due o più poligoni simili, costruirne un altro si- 
mile ed eguale alia loro somma. 

ProbLl. Dati due poligoni simili, costruirne un terzo simile ed 
eguale alla loro differenza. 

Scol. Costruire un iioliguno simile ed eguale alla somma 
algebrica eli quaisisja numero di poligoni simili. 

Probi. 3. Dato un poligono costruirne un altro simile , di cui 
l’area stia a quella del dato nel rapporto Je‘ nu- 
meri interi m : n. 

Scol. I problemi precedenti valgono pe’ circoli, rispetto ai 
quali sogliono occorrere i due seguenti: 
i. Determinare un circolo, che sia nP iu di un dato. 

3- Determinare un circolo, che sia la parte di 

uno dato. 

Probi. 4- Dati i tre lati di un triangolo, calcolarne la superficie. 

Appendice al $ 18. Sopra la relazione delle corde di due ar- 
chi e della corda del terzo arco eguale alla somma 
o differenza de’ primi due. 

PARTE SECONDA 

' DELLA. GEOMETRIA SOLIDA O A TRE DIMENSIOHI. 

Qualche riflessione sopra le figure solide ed i loro modelli. 

♦ t. 

J 19. De' piani e delle rette che vi si riferiscine» pag. 22 1 . 

Teor. I. Per una retta ed un punto fuori della sua direzione 

. non può passare clic un solo piano, o sia tre punti 

nello spazio non situati in linea retta determinano 
la posizione del piano. 

Car. 1. Tre punti presi nello spazio determinano il triangolo; 
e due rette, che si secano, il piano. 
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2 . La comune sezione di due piani è una linea retta. 
Scol. Due rette parallele determinano la posizione di un 
piano. 

II. Una retta perpendicolare a due rette, che si tagliano 
nel suo piede, è perpendicolare al loro piano cioè 
a tutte le rette nel 'medesimo condotte per l’ anzi- 
detto piede. 

Scol. Su la legittimità della definizione della perpendico- 
lare al piano dietro la sposizione di questo teorema. 
Ili- Tutte le rette , che sono nello spazio perpendicolari 
allo stesso (>uulo di una retta , esistono nel mede- 
simo piano. 

Cot\ Se il triangolo rettangolo gira intorno ad uno de’ suoi 
cateti, deve l'altro cateto descrivere un piano, e l'i- 
potenusa fórma in tutte le successive posizioni un 
angolo costante col cateto immobile. 

IV. Da un punto preso fuori o dentro ad un piano non 

f mò allo stesso condursi che una sola perpendico- 
are, come pure per lo stesso punto di una retta 
non può condursi che unico piano perpendicolare 
alla retta. 

V. Se da un punto preso fuori del piano si tira allo stesso 
la perpendicolare con varie oblique, i° la perpen- 
dicolare è la più corta di tutte, e come tale misura 
la distanza det punto al piano; le oblique equi- 
distanti dal piede della perpendicolare sono eguali; 
3° le oblique più distanti resultano più lunghe. 
Scol. Si dimostrano le seguenti proposizioni inverse.- i 1 * la 
retta, eh'è la più corta fra quelle condotte da un 
punto ad un piano , dev'essere perpendicolare al 
piano ; 2 ° le oblique eguali devono essere equidi- 
stanti dal piede della perpendicolare; 3° fra le obli- 
que disuguali dev' essere la maggiore più distante 
dalla perpendicolare. 

VI. Se da un punto fuori del piano vi si conducono una 
perpendicolare ed un'obliqua, e se ne congiuri gnno 
ì _ piedi nel piano con una retta, cui si guida una 
perpendicolare nel piano, deve questa retta essere 
pure perpendicolare all'obliqua. 

Cor. Ritenendo il linguaggio del teorema , la retta resulta 
perpendicolare al piano determinato dall'obliqua e 
dalla perpendicolare. 

VII. Se due rette sono .parallele, ed una di esse è perpen- 
dicolare al piano, l'altra dev’essere perpendicolare 
allo stesso piano. , 

Vili. Due rette perpendicolari allo stesso piano devono es- 
sere parallele. 

Cor. Due nette parallele ad ima terza sono parallele fra loro. 

54 
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IX. So una retta è parallela ad tm’altra, dev'essere pure 
parallela a qualunque piano condotto per que'st'ul- 
tima sola. 

X. Due piani perpendicolari alla stessa retta sono paral- 
leli , cioè prolungati a qualunque distanza ed in 
qualsisia verso non possono inai rincontrarsi. > 

XI. Le comuni sezioni di due piani paralleli con un terzo 

sono due rette parallele. 

XII. Se due piani sono paralleli, ed una retta è perpen- 

dicolare ad uno de' piani , dev'essere ancora per- 
pendicolare all’altro , o sia i piani paralleli hauua 
comuni le perpendicolari. 

Cor. Per una data retta non può condursi che un solo piano 
parallelo ad un dato piano. 

XIII. Due rette parallele comprese fra due piani paralleli 

sono eguali. 

Cor. Due piani paralleli sono sempre ad eguale distanza. 

XIV. Gli angoli, che hanno i lati rispettivamente paralleli 

e diretti nel medesimo verso, quantunque siano si- 
tuati in piani diversi , resultano eguali , ed i due 
piani da questi angoli determinati sono paralleli. 

Scol. L'enunciazione di questo teorema può rendersi generale 
a somiglianza di quella degli angoli nello stesso pia- 
no (V. $ 6. VII); e si dimostra una sjiecie di pro- 
posizione inversa , cioè essendo eguali due angoli 
posti in piani paralleli, se due lati sono paralleli, 
devono esserlo ancora gli altri due, 

'XV. Se tre rgtte non situate nel medesimo piano sono e- 
guali e parallele, congiuugendo fra loro l'estremità 
superiori ed indi le inferiori, si formano due trian- 
goli eguali co’ piani paralleli. 

Cor. Se da' vertici di un poligono si conducono rette pa- 
rallele ed eguali nello spazio , congiungendonc i 
punti estremi , si forma un i° poligono eguale al 
i°, ed il piano del 2 ° c parallelo a quello del 1 ° 
poligono. 

XVI. I piani paralleli secano le rette in parti proporzionali. 

Cor. Il rapporto delle parti sussiste ancora per le intere 
rette. . 

$ 20 . Degli angoli formali da due piani a sia degli angoli 
diedri pag. 235. 

Definizione dell'angolo diedro, e formazione dell'angolo rettili- 
neo costante per mezzo delle due rette perpendi- 
colari condotte ne' rispettivi piani allo stesso punto 
della comune sezione. 

Teor. I. Esistendo due angoli diedri , se vi si formano giusta 
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la definizione due angoli rettilinei eguali, allora gli 
angoli diedri sono eguali, cioè i piani nella rispet- 
tiva ]>osizioiie possono coincidere. 

Cor. Gli angoli diedri adiacenti eguali sono retti, cioè l’uno 
de' due piani è perpendicolare all'altro. 

II. Due angoli diedri qualunque sonò nello stesso rap- 
porto degli angoli rettilinei lòrmati giusta la defi- 
nizione. 

Scol. Si stabilisce in modo compendioso che l'angolo diedro 
è misurato dall’ angolo rettilineo formato dietro la 
definizione. 

III. Nell’ incontro di due piani i° la somma di due an- 

goli diedri adiacenti è eguale a due retti , cioè a 
aire gli angoli diedri adiacenti sono supplementari; 
2° la somma de' quattro angoli diedri successivi è 
eguale a quattro retti; 3 ° gli angoli diedri opposti 
al vertice sono eguali. 

Cor. Se vari piani si secano nella stessa retta , la somma 
de' successivi angoli diedri dalla stessa parte di uno 
qualunque de' piani è costantemente eguale a due 
retti, mentre la somma di tutti gli angoli diedri da 
una parte e dall altra è eguale a’ quattro retti. 

IV. ino . 0 he due piani incentrano un terzo piano secondo 

la stessa retta ,-e fanno gli angoli diedri adiacenti 
supplementari o gli angoli diedri opposti al vertice 
eguali, devono quei due piani formare unico piano. 

V. Nell'incontro di due piani juiralleli con un terzo si for- 
mano i° gli angoli diedri alterni — interni o al- 
terni — esterni eguali, 2° gli angoli diedri cor- 
rispondenti eguali, 5 ° gli angoli diedri interni o 
esterni dal medesimo lato del piano secante sono 
supplementari. 

Scol. Le àuzidette proprietà non sono esclusive pe’ piani 
paralleli, e quindi non hanno luogo le proposizioni 
inverse. , 

VI. Se una retta è perpendicolare ad un piano,, vi dev'es- 

sere perpendicolare qualunque piano condotto per 
quella retta. 

Cor. Si determinano i tre assi ortogonali ed i tre piani pure 
ortogonali. 

VII. Se un i° piano è perpendicolare ad un a°, e nel t° 

si tira Ima retta perpendicolare alla comune se- 
zione, dev'essere questa retta perpendicolare al a° 
piano. 

Vili. Se un, t° piano c perpendicolare ad un 2°, e da qual- 
sisia punto della comune sezione s'innalza una retta 
perpendicolare al 2° piano, deve questa perpendi- 
colare comprendersi nel i , 4 



IX. Se due piani sono perpendicolari ad un terzo, la loro? 
comune sezione de v essere perpendicolare al terzo 
piano. 

X. Se due piani sono perpendicolari ad un terzo, e le 
rispettive comuni sezioni resultano parallele, devono 
i due piani essere fra loro paralleli. 

521. Degli angoli solidi o poliedri pag. 245. 

Definizione degli angoli poliedri ed in particolare degli angoli 
triedri, tetraedri, pentaedri, ec., e condizione della 
loro eguaglianza. 

Teor. I. Meli angolo triedro la somma di due qualunque degli 
angoli rettilinei è maggiore del terzo. 

Cor. In altra guisa si dice dover essere qualunque angolo 
minore della somma e maggiore della differenza de- 
gli altri due. 

Lemma av. II. Se dall' incontro di due rette se ne tira una 
terza fuori del loro piano per es. al -di sopra , è 
impossibile di condurne un'altra dallo stesso punto 
e dalla stessa parte del piano , che faccia rispetti- 
vamente i medesimi angoli colje prime due. Una 
Sf fatta retta poi si può condurre dall'altra parte 
del piano cioè al di sotto e precisamente al punto 
estremo della perpendicolare abbassata da un punto 
qualunque della 5 » retta sopra ’l piano e prolun- 
gata, finche si faccia la parte- inferiore eguale alla 
superiore 

II. Se due angoli triedri resultano da angoli rettilinei ri- 
spettivamente eguali, devono essere eguali gli an- 
goli diedri de' piani, in cui esistono gli angoli ret- 
tilinei eguali. 

Scol. Questo teorema offre i due casi di eguaglianza assoluta 
o sia di coincidenza o pure di semplice simmetria, 
secondochè la disposizione delle parti eguali ha 
luogo nel medesimo ordine o inverso. 

Cor. Se l'angolo triedro comprende due angoli rettilinei 
eguali, devono i piani degli angoli eguali avere la 
stessa inclinazione al terzo piano; e quindi nel caso 
di un angolo triedro composto da tre angoli retti- 
« ’ linei eguali, devono pure, essere eguali i tre angoli 

diedri de’ suoi tre piani. 

III. In ogni angolo poliedro convesso la somma degli an- 
goli rettilinei formati dalle comnni sezioni de' piani 
dev’essere sempre minore di quattro angoli retti. 

Scol. Si dimostra questo stessa teorema la mercè della lin- 
gua algebraica. 

Cor. Si definisce in quanti modi diversi si possa formare 
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ira angolo Solido pcf inetto di piani c'onlr'nCnli an- 
goli di poligono regolari;. 

J il. De' poliedri pag. 258. 

Definizioni de' solidi e della loro eguaglianza o pure equiva- 
lenza, del poliedro, della piramide e della sua al- 
tezza, del prisma e della sua altezza, del paralle- 
lepipedo e della sue diverse specie, e de’ poliedri 
simili. 

Tcor. I. In qualunque prisma le sezioni latte da’ piani paral- 
leli sotto poligoni eguali. 

Cor. Ogni sezione fatta iu im prisma da un piano paral- 
lelo alla base è eguale a questa base. 

II. Due prismi sono eguali, allorché hanno rispettivamente 
eguali la base ed una faccia laterale, la quale l’ac- 
cia dqv’ essere similmente posta e colla stessa in- 
clinazione sopra la rispettiva base di ogni prisma. 

Cor. Due prismi retti sono eguali, qnando hanno eguali le 
basi ed eguali le altezze. 

III. In ogni parallelepipedo le facci^ opposte sono eguali 

e parallele, e gli angoli diedri opposti cioè formati 
da due piani rispettivamente opposti Sono eguali. 

Cor. i. Nel parallelepipedo due faccie qualunque opposte si 
possono prendere come basi. 
i. Il parallelepipedo è assolutamente determinato dalle 
tre costole concorrenti al medesimo punto. 

3. Nel parallelepipedo rettangolo il quadrato di qua- 
lunque diagonale condotta fra i vertici opposti è 
eguale alla somma de’ quadrati de' tre spigoli, che 
lo determinano. 

IV. In Ogni parallelepipedo le diagonali condotte dai ver- 

tici opposti si secano nel medesimo punto , e cia- 
scuna di esse vi resta divisa in due parti eguali. 

Cor. Qualunque retta condotta pel punto d’intersezione delle 
diagonali artzidette e terminata dall'una e l'altra 
parte alla superficie del parallelepipedo è divisa 
ni due parti eguali. 

V. Il piano, che sempre può condursi fra due spigoli op- 
posti come paralleli, divide il parallelepipedo in due 
prismi triangolari di basi eguali ed altezze eguali, 
che possono soltanto coincidere, quando sono prismi 
retti. 

Scol. Avendo riguardo alla varie specie de’ parallelepipedi, 
si definiscono i casi, che danno retti" o pure obliqui 
i due prismi anzidclti; e si stabilisce leguaglianza 
per simmetria de' due prismi obliqui, come quelli 
che resultano da parti rispettivamente eguali ma 
. non disposte similmente. 
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VI. I due prismi triangolari simmetrici , in cui si scom- 

pone il parallelepipedo per mezzo del piano se- 

• caute degli spigoli opposti, sono equivalenti Ira loro. 

Cor. Ogni prisma triangolare è la metà del parallelepipedo 
formato sullo stesso angolo triedro e cogli stessi spi- 
goli, cioè del parallelepipedo definito dalle tre co- 
stole anzidettc, 

Scol. La dimostrazione di questo teorema dovuta a Legen- 
dre ha fatto sparire un difetto degli elementi di 
geometria. 

VII. Le sezioni fotte in una piramide qualunque da piani 

paralleli sono poligoni simili, di cui i perimetri re- 
sultano proporzionali alle distanze de foro piani dal 
vertice della piramide, e le aree a’ quadrati delle 
distanze anzidette. 

Cor. Se '1 piano secante è parallelo alla base della pira- 
mide, la comune sezione è simile alla base- 

Scol. Se due piramidi qualunque hanno eguali le altezze, 
e vengono secate da piani paralleli alle basi ed 
equidistanti dalle stesse basi o da’ vertici, che vale 
la medesima cosa; allora le aree delle due sezioni 
stanno coihc le rispettive Itasi. Laonde nel caso delle 
basi equivalenti resultano equivalenti le due sezioni 
anzidette. 

Vili. Se due piramidi triangolari o sia tetraedri hanno due 
faccie rispettivamente simili, similmente piste , ed 
egualmente inclinate fra loro, devono questi tetrae- 
dri essere simili. 

Cor. i. I tetraedri simili hanno proporzionali gli spigoli o sia 
i lati omologhi. 

a. Secando il tetraedro con un piano parallelo ad una 
delle sue faccie , si forma il tetraedro parziale si- 
mile all'intero. . 

Scol. Se due tetraedri hanno tutti gli spigoli proporzionali, 
devono essere simili. 

IX. Se due poliedri hanno simili. le basi, ed i vertici de- 
gli atigóli solidi fuori delle basi determinati da te- 
traedri rispettivamente simili sopra una base co- 
mune in ogni poliedro , devono i due poliedri es- 
sere simili- 


Cor. I poliedri simili hanno proporzionali gli spigoli o si* 
ì Iati omologhi , le diagonali condotte fra i vertici 
omologhi, ed in generale le dimensioni omologhe. 

Scol. Se si taglia una piramide qualunque con un piano pa- 
rallelo alla base, si forma la piramide parziale si- 
mile' alla data; ed all'inverso poste due piramidi si- 
mili qualunque , se si fanno coincidere gli angoli 
poliedri, devono le due basi corrispondere parallele. 
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Fra le dimensioni oniologlic poi delle piramidi si- 
mili si devono comprendere le loro altezze, elio re- 
sultano proporzionili i agli spigoli omologhi. 

X. Due poliedri simili si possono scomporre nel medesi- 
mo numero di coppie di tetraedri simili e simil- 
mente disposti. 

Scol. I poliedri simili possono scomporsi nello stesso numero 
di coppie di piramidi simili e similmente poste col 
vertice comune e colle basi sopra le intere f'accie 
non concorrenti alla formazione dell angolo solido 
a quel vertice. 

5 a3. De solidi rotondi pag. 286. 

Definizioni del cono retto, del cilindro retto , della sfera , del 
cono obliquo, e del cilindro obliquo, 

7'eor- I. Se il cilindro retto è secato da un piano condotto per 
l'asse, la comune sezione c un rettangolo ; e se il 
piano secante è parallelo alla base, la comune se- 
zione è un circolo eguale a quello della base. 
Scol. Questo teorema sussiste pel cilindro obliquo, dicendo 
parallelogrammo in vece di rettangolo. 

II. Se un cono retto è secato da un piano , clic passa 

per l’asse, la comune sezione è un triangolo isosce- 
le, di cui ’l piano è perpendicolare a quello della 
base; e se T piano secante è parallelo alla liase , 
la comune sezione è un circolo, di cui il raggio de- 
cresce, come il piano secante si avvicina al vertice. 
Cor. Il rapporto delfanzidetfo sezione circolare alla base 
è quello de'- quadrati delle distanze de’ rispettivi 
piani dal vertice.' 

Scol. Si espongono le modificazioni di questo teorema pel 
cono obliquo, rispetto al quale si stabiliscono le con- 
dizioni della sezione antiparallela ‘alla base, che dà 
ancora il circolo. 

III. La comune sezione delja sfera e di qualunque piano 

secante è sempre un circolo. 

por. 1 . Distinzione de’ circoli massimi e minori o piccoli. 

2. Due circoli massimi si tagliano sempre in parti eguali. 

3. Ogni circolo massimo divide la sfera sì rispetto al vo- 

lume che alla superficie in due porzioni eguali, cui 
si dà il nome di emisferi. 

4. Per due punti qualunque presi nella superficie della 

sfera può sempre passare un circolo massimo e per 
due punti posti all estremità del medesimo diametro 
ne passano infiniti. 

5. L’arco di circolo massimo compreso fra due punti espri- 

me la loro più corta distanza nella superficie sferica, 
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intendendo parlare dell'arco più piccolo fra f due 
dello stesso circolo, che può condursi per quei due 
punti. 

Scol. Si dà l'idea del triangolo sferico e del poligono sferico- 

IV. Se nella sfera si conduce un diametro perpendicolare 

al piano di un circolo massimo, ciascuna delle due 
estremità dev’essere equidistaute da tutti i punti della 
circonferenza dell’anzidetto circolo massimo e di qua- 
lunque altro circolo minore allo stesso parallelo, espri- 
mendosi la i" distanza costante da un quadrante 
di circolo massimo e la a* da un arco minore o 
maggiore del quadrante. E si adotta a questo ri- 
guardo la seguente nomenclatura: il diametro per- 
pendicolare al piano del circolo massimo si chiama 
a-se dello stesso e de’ suoi paralleli, e lp due estre- 
mità di questo diametro si dicono poli relativamente 
al medesimo sistema di circoli. 

Cor. I. Tutti i piani de’ circoli massimi, che possono in nu- 
mero infinito condursi per l’asse sono perpendico- 
lari al piano del circolo massimo , cui appartiene 
l’asse ; o in altra guisa cougiungeudo qualunque 
punto del circolo massimo col suo polo per mezzo 
di arco di circolo massimo , ì piani di questi due 
circoli massimi sono perpendicolare fia loro. 

2 . Si stabilisce il metodo per ritrovare il polo di un dato 

circolo massimo. # 

3. Se un punto preso nella superficie sferica ha la di- 

stanza di un quadrante da due punti qualunque della 
cirponferenza di uq circolo massimo, deve quel punto 
esserne il polo. 

Scoi . Si dà l’tdea del compasso sferico per descrivere cir- 
coli sopra la superfìcie sferica, e si risolvono i se- 
guenti quesiti : i.° Far passare un arco di circolo 
massimo per due dati punti; Q.° Tirare per un dato 
punto un arco di circolo massimo perpendicolare 
ad un dato arco o circolo massimo. 

V. Il piano perpendicolare all'estremità del raggio della 

sfera è tangente alla stessa , ed all’ inverso se pn 
piano è ta udente , il raggio condotto al punto di 
contatto dev essergli perpendicolare. 

Scol. Si stabilisce la ragione di questa nomenclatura, che- 
analoga a quella dei circoli. 

Vi- L’angolo diedro fatto da’ piani di due archi di circoli 
massimi , cui si dà ’l nome di angolo sferico, ha 
per misura l’angolo rettilineo delle tangenti di que- 
sti archi condotte al loro punto d'incontro; ed ha 
pqre per misura l’arco di circolo massimo descritto 
del punto d'incontro come polo e .compreso Ira gli 
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stessi archi ,• che devousi all occorreuza prolungare. 

$ 24. Della determinazione della sfera j>ag._3u3- 

Lem. I. I punti equidistanti dagli estremi rii una retta appar- 
tengono esclusivamente al piano perpendicolare al 
mezzo della retta. 

Lem. II. Fra tutti i punti dello spazio compreso dentro ad un 
angolo diedro quelli soli del piano , che divide in 
mezzo l’angolo anzidetto , sono equidistanti dalle 
sue due iàccie. 

Scol. Si dà la ragione della condizione apposta de' punti 
compresi dentro all'angolo diedro. 

Lem. III. Se una retta è perpendicolare ad un piano, qualun- 
que piano parallelo alla retta dev’ essergli perpetui. 

‘ Teor . I. Quattro punti non situati nel medesimo piano deter- 
minano la posizione della sfera , o sia il tetraedro 
è sempre iscrittibile alla sfera. 

Cor. Due sfere diverse non possono avere quattro punti 
comuni non situati nel medesimo piano , e quindi 
la comune sezione di due sfere è sempre un circolo. 

II. Nell'incontro rii ritte sfere la retta, che unisce i cen- 
tri, passa pel centro del circolo della loro comune 
sezione, cu è perpendicolare al suo piano. 

III. Se la distanza de’ centri di due sfere c eguale alla 

somma o differenza de’ raggi, ha luogo il contatto 
esterno o interno delle sfere; ed all'inverso suppo- 
nendo tangenti le due sfere, la retta de' centri deve 
passare nel putito rii contatto, il che importa rii es- 
sere la distanza rie' centri eguale alla somma dif- 
ferenza de’ raggi. 

IV. Il tetraedro è circoscrittihile alla sfera , o sia si può 

sempre determinare una sfera, che sia tangente alle 
quattro faccie del tetraedro dalla parte interna. 

Scol. 1 . Si dà conto di altre quattro sfere, che sono pure tan- 
genti alle quattro faccie del tetraedro cioè dalla 
parte interna a tre faccie prolungate ed esterna- 
mente alla quarta non prolungata. 

2 . Si stabilisce l’analogia del triangolo e del tetraedro , 
del circolo e della sfera. 

5 25. Della misura delle superficie de' solidi pag. 3 12 . 

Definizione della superficie laterale o convessa e della superficie 
totale de’ prismi c cilindri, delle piramidi e de’ cotti. 

Teor. I. La superficie laterale del prisma retto si esprime dal 
prodotto del perimetro della base per Io spigolo u 
.sia per l’aUeiza del prisma. 
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II. Se per un punto qualunque preso nello spigolo del 
prisma obliquo si conduce un piano perpendicolare 
allo spigolo, si determina per mezzo delle comuni 
sezioni colle faccie laterali un poligono, elasupei- 
fìcie convessa del prisma obliquo eguaglia il pro- 
dotto del perimetro di questo pohgono per lo spigolo. 

Seoi. La superficie convessa di qualunque prisma è misurata 
dal perimetro del poligono proveniente dalla sezione 
di un piano perpendicolare alla spigolo moltiplicato 
per lo spigolo stesso. 

III. La superficie laterale della piramide retta si esprime 

dalla metà del prodotto del perimetro del poligono 
regolare della bv>e per la perpendicolare condotta 
dal vertice sopra un lato qualunque della base, la 
quale perpendicolare dicesi apotema. 

IV. Se si taglia la piramide retta con un piano parallelo 

alla base, la superficie convessa del tronco pirami- 
dale compreso fra questo piano e la base cioè fra 
due basi parallele Iia per misura la semisomma dei 
perimetri delle basi, o ciò ch'è Io stesso, il peri- 
metro della sezione equidistante dalle due basi mol- 
tiplicato pel resto delf'apotema. 

V. Le superficie de' poliedri simili sono proporzionali ai 
quadrati delle dimensioni omologhe. 

VI. Il cilindro retto si può riguardare come un prisma 

retto, di cui le basi parallele sono due circoli eguali 
cioè a dire due poligoni regolari di un numero in- 
finito di lati; e la superficie convessa del cilindro 
retto eguaglia il prodotto della circonferenza del 
circolo di base per l'altezza. 

Cor, Espressione algebraica della superficie convessa del 
cilindro. . 

Scoi. Sulla misura della superficie convessa del cilindro 
obliquo. 

VII. Uicono retto si può riguardare come una piramide 

retta, che ha per base un circolo cioè un poligono 
regolare di un numero infinito di lati; e la super- 
ficie convesso del cono retto è eguale alla metà del 
prodotto della circonferenza del circolo di base per 
la retta condotta dal vertice ad un punto qualun- 
que della circonferenza della base , la quale retta 
ne costituisce l'apotema. 

Cor. Espressione algebraica della superficie convessa del 
' cono retto. 

Scol. Sopra il cono obliquo, che può riguardarsi ancora co- 
me limite delle piramidi iscritte e circoscritte. 

Vili. Se si taglia il cono retto con un piano parallelo «Ha 
base, la superficie convessa del tronco di cono coni- 
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preso fra (lue basi circolari parallele è eguale alla 
semisomma delle circonferenze delle due basi o sia 
alla circonferenza della sezione equidistante dalle 
due basi moltiplicata pel resto dell'apotema. 

Cor. Espressione algebraica della superfìcie convessa del 
tronco di cono retto. 

Scol. Generazione del tronco di cono retto per mezzo della 
rivoluzione del trapezio hircttangok). 

IX. Se una retta posta dalla stessa parte di un asse vi si 
connette per mezzo delle perpendicolari condotte 
da' suoi punti estremi , e gira insieme con queste 
perpendicolari intorno all' asse , la superficie con- 
vessa del solido rotondo, che ne deriva, ha per mi- 
sura il prodotto della retta generatrice per la cir- 
conferenza descritta dal suo punto di mezzo. 

Scoi. L’espressione del teorema è la misura generale delle 
superficie convesse di cilindro retto, cono retto, e 
tronco di cono retto. 

X. Esistendo più lati consecutivi di un poligono regolare 

posti dalla medesima parte di un asse condotto pel 
centro del circolo iscritto o circoscritto al poligono, 
si abbassino sopra l’ asse le perpendicolari da due 
punti estremi della serie di tati, e si rivolga la fi- 
gura composta dalle perpendicolari estreme e dai 
lati intorno all'asse ; fa superficie convessa del so- 
lido di rivoluzione così generato ha per misura la 
porzione dell' asse compresa fra le perpendicolari 
estreme moltiplicata per la circonferenza dei circolo 
iscritto. 

Scol. Se s'immagiua un poligono regolare di un numero 
pari di lati , l’intera superficie del solido generalo 
dalla rivoluzione del semipoligono intorno all’asse, 
che corrisponde al diametro del circolo circoscritto, 
è eguale al prodotto dell'intero asse per la circon- 
ferenza del circolo iscritto. 

XI. La superficie della sfera ha per misura il prodotto 

del suo diametro per la circonferenza del circolo 
massimo. 

Cor. Espressione algebraica della superficie sferica, che re- 
sulta quadrupla della superfìcie del circolo massimo. 

XII. La porzione di sujierficie sierica compresa Ira due piani 
qualunque paralleli , che dicesi tona , ha per mi- 
sura il prodotto della sua altezza cioè della distanza 
de' pialli paralleli per la circonferenza del circolo 
massimo. 

Cor. Qualunque zona sta alla superficie della sfera come 
l'altezza della zona al diametro della sfera, e le zone 
mantengono lo stesso rapporto delle rispettive altezze. 



XIII. La parte ridia superficie sferica racchiusa fra due se- 
micircoli massimi condotti per lo stesso diametro , 
che diresi Jusa, ha per misura il prodotto del dia- 
metro della sfera per l’arco compreso del circolo 
massimo descritto eoi polo al vertice del fuso. 

C or. Espressione algehraica del fuso, e si stabilisce il rap- 
porto de’ fusi eguale a quello degli archi compresi 
o degli angoli diedri de' loro piani. 

Scol. Osservazione sulla forma de’ fattori, di cui il prodotto 
definisce il \alorc del l'uso o della zona. 

XIV. Le superficie convesse de* solidi rotondi simili stanno 

come i quadrati delle dimensioni omologhe lineari. 

XV. La superficie convessa del cilindro circoscritto alla 
sfera è eguale alla superficie sferica, e la superfi- 
cie totale di simile cilindro è sesqnialtera della su- 
perficie sierica, cioè la comprende una volta e mezzo. 

Cor. Sull e sezioni della sfera e del cilindro circoscritto per 
mezzo' di piani paralleli alla base del cilindro. 

XVI. La superficie totale del cono equilatero circoscritto 
alla sfera comprende due volte ed un quarto la su- 
perficie sferica. 

Cor. La superficie totale del cilindro c media proporzionale 
fra la superficie totale del cono e la superficie sie- 
rica, avendo luogo per le superficie anzidette la pro- 
porzione continua ^ y : 6 : 4i c questi tre solidi ro- 
tondi si possono insieme generare con unica rivo- 
luzione. 

X\ II. La superficie totale del cilindro equilatero iscritto alla 
sfera è media proporzionale fra la superficie della 
sfera e la supecficic totale del cono equilatero pure 
iscritto , verificandosi per le tre superficie la pro- 
porzione continua de’ numerici iti : il : q. 

Cor. La superficie della sfera comprende una volta cd un 
. terzo la superfìcie totale del cilindro iscritto, ed una 

volta ed un terzo quest’ultima superficie comprende 
quella totale del cono iscritto. 

Scol. Si dà la ragione per cui si appone la condizione di 
equilatero al cono circoscritto del teor. XVI, al ci- 
lindro e cono iscritti del XVII. 

5 ’zfi. Velia misura de volumi de' Solidi pag. 545. 

Teor. I. I parallelepipedi , che hanno basi eguali ed altezze 
eguali, sono equivalenti in volume. 

Cor. Ogni parallelepipedo può convertirsi in un altro ret- 
tangolo equivalente formato sopra un rettangolo 
equivalente alla base parallelogramma del dato pa- 
rallelepipedo e colla medesima altezza. 
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TI. 1 volumi de' parallelepipedi rettangoli , che hanno 
eguali le basi, conservano il rapporto delle rispet- 
tive altezze. 

III. I parallelepipedi della medesima altezza stanno come 

le rispettive basi. ' 

IV. Due parallelepipedi rettangoli qualunque Stanno come 

i prodotti (Ielle basi per le rispettive altezze o sia 
come i prodotti delle tre rispettive costole intorno 
a due angoli solidi, che corrispondono alle tre di- 
mensioni de’ due parallelepipedi. 

Scoi In modo compendioso si enuncia, che il parallelepi- 
pedo rettangolo ha per misura il prodotto della 
base per l'altezza o sia il prodotto delie sue tre di- 
mensioni. 

Cor. Il cubo ha per misura la 5* potenza del suo lato. 

V. Il volume di un parallelepipedo , ed in generale il 
volume di un prisma qualunque ha per misura il 

J irodotto della sua base per l’altezza. 

rapporto di due prismi qualunque e sulla con- 
dizione generale di foro equivalenza. 

VI. Il volume del cilindro ha per misura il prodotto della 
sua base per l’altezza. 

Cor. Espressione algebraica del volume del cilindro, e pro- 
porzione jap due cilindri qualunque ec. 

I.ctnrha a v. VII. In Qualunque tetraedro si possono formare 
due serie indefinite di prismi triangolari, in modo 
che l'eccesso della somma di quelli della i“ serie 
sopra il tetraedro e del tetraedro sopra la somma 
degli altri della 2 * serie sia sempre minore di qua- 
lunque quantità assegnabile. 

VII. Due tetraedri, che hanno le basi equivalenti ed eguali 
le altezze, sono equivale^. 

Vili. Il volume di una piramide qualunque è misuralo dal 
terzo del prodotto di base per altezza. 

Cor. Una piramide qualunque è la terza parte di un prisma 
costruito sopra la sua base e colla stessa altezza, e 
due piramidi qualunque stanno in ragion composta 
delle Itasi e delle altezze, ec. 

Scol. Sulla misura di un poliedro qualunque. 

IX. 11 volume del cono ha per misura il terzo del pro- 
dotto della lta.se per laltezza. 

Cor. Espressione algebraica de! volume del cono , e pro- 
porzione per due coni qualunque, ec. 

X. Se si taglia la piramide o 1 cono con un piano pa- 
rallelo alla base , il volume del tronco piramidale 
o conico è eguale a tre piramidi o coni della stessa 
altezza del tronco, di cui le basi sono la base in- 
feriore del tronco , la superiore , c la media pro- 
porzionale geometrica fra le stesse. 
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Cor. Espressione algehraica del volume del tronco di cerna. 

XI. 11 solido descritto da un triangolo qualunque, elle si 

rivolge intorno ad un asse condotto a piacere per 
uno de' suoi vertici, purché non sia dentro al trian- 
golo, ha per misura il prodotto del terzo della per- 
pendicolare guidata dal vertice sopra il lato opposto 
per la superfìcie couvessa descritta da questo lato. 

Scol. Sull eleganza di questo teorema , che comprende an- 
cora d caso del cono retto , ed altra espressione 
della misura del solido anzidetto , che consiste in 
due terzi del prodotto dell’area del triangolo per 
la circonferenza descritta dal mezzo del lato oppo- 
sto al vertice donde si conduce l'asse. 

Cor. Sulla misura del solido generato dalla rivoluzione di 
un settore poligono, e di un semipoligono regolare 
nel caso del poligono regolare di un uumero pari 
di lati. 

XII. Il settore sferico generato dalla rivoluzione del settore 

circolare intorno al raggio come asse ha per misura 
il terzo del raggio moltiplicato per la superficie della 
zona descritta dall'arco, la quale zona gli serve di 
base; e l'intera sfera è misurata dal terzo del pro- 
dotto del raggio per la superfìcie sferica. 

Cor. i. Espressione algehraica del vedutile della sfera. 

a. I volumi della sfera e del poliedro circoscritto stanno 
nello stesso rapporto delle rispettive superficie. 

3. Espressione algehraica del settore sferico c della ca- 
lotta sierica. 

4- La parte del volume della sfera racchiusa fra due 
semicircoli massimi condotti per lo stesso diametro, 
che dicesi cufico o unghia sferica ha per misura il 
prodotto del firui del raggio pel fuso corrispondente. 

Lemma av. XIII. Si stabilisce la misura del solido generata 
dalla rivoluzione del segmento circolare iutorno al 
diametro posto al di fuori. 

Scol. Espressione della misura anzidetta nel caso del seg- 
mento cireolaro, che si rivolge intorno al diametro 
condotto per la sua estremità. 

XIII. Il volume compreso nella zona, che dicesi segmento 

sferico , ha per misura la semisomma delle due 
basi moltiplicata per la sua altezza , più la slcra, 
che lia per diametro quest’altezza. 

Scol. Espressione del segmento sferico ad unica base, che 
va compresa in quella del teorema. 

XIV. I volumi de’ solidi simili stanno come i cubi delle di- 

luensioui lineari omologhe. 

JiV. I volumi del cono equilatero, del cilindro e della sfera 
iscritta agli stessi conservano i medesimi rapporti 
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Scol. 

XVI. 


Scol. 


«Ielle rispettive superficie totali, cioè lia luogo |>er 
questi volumi la nota proporzione continua H 9 

: 6 : 4 * ... 

Sopra la tomba «li Archimede ornata del cilindro in- 
sieme alla sfera iscritta. 

La sfera sta al cono equilatero iscritto nel rapporto di 
Vi ■ ’/s, e l'uno o l'altro di questi solidi sta al ci- 
lindro equilatero iscritto nel rapporto incominen- 
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surabile di j g 


■il- 


Il volume del cilindro iscritto è medio proporzionali; 
fra i volumi della sfera e del cono, non altrimenti 
che le superlicic totali degli stessi solidi , sebbene 
ne siano diversi i numeri de' rapporti. 


5 27 De' poliedri regolari pag. 384- 

Tì e finizione del poliedro regolare e possibilità dello stesso in 
cinque molli diversi. 

Teor- I. Dato un triangolo equilatero, si può sempre determi- 
nare il poliedro regolare con angoli triedri, e cosi 
ne resulta il tetraedro regolale. 

II. Dato un triangolo equilatero si può sempre determi- 

nare il poliedro regolare con angoli tetraedri, e 
cosi ne resulta l'ottaedro regolale. 

Scol. L’ottaedro regolare è «leterininato da tre rette eguali 
rispettivamente perpendicolari , che si secano nel 
loro punto di mezzo. 

III. Dato un triangolo equilatero si può sempre determi- 

nare il poliedro regolare con angoli pentaedri e cosi 
ne resulta l'icosaedro regolare. 

IV- Dato un quadrato, si può sempre determinare il po- 
liedro regolare con angoli triedri , e cosi ne resulta 
l esaedro regolare. 

V. Dato un pentagono regolare, si può sempre determi- 
nare il poliedro regolare con angoli triedri, e co*» 
ne resulta il dodecaedro regolare. 

VI. I poliedri regolari dello stesso nome , che resultano 
cioè dello stesso numero di faccie, sono simili. 

Cor. Le superfìcie o i volumi de' poliedri regolari simili 
stanno come i quadrati' o i cubi de’ rispettivi lati. 

VII. Ogni poliedro regolare è iscrittibile e circoscrittibil* 
alla sfera, cioè si può sempre assegnare una sfera 
che passa per tutti i vertici, ed un'altra che tocca 
tutta le faccie del poliedro. 

C'ur. l. Il volume del poliedro regolare corrisponde al pro- 
dotto di un terzo della sua superficie pel raggio 
della sfera iscritta, ed i volumi del poliedro rego- 
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lare c della sfera consentano il rapporto delle ri 
spettive superficie. 

2. Le superficie o i volumi de' poliedri regolari simili - 
starino come i quadrati o i cubi de' raggi delle sfere 
iscritte o pure circoscritte -a' poliedri. 

Scol. Sopra l'analogia de’ poliedri regolari e della sfera da 
una parte, de' poligoni regolari e del circolo dalialtra. 


FINE DELL'INDICE. 
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